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Avant-propos
S’il est e´tabli que l’information ge´ne´tique et son expression de´terminent la forme et
la structure des organismes vivants, les me´canismes par lesquels celles-ci se de´veloppent
sont encore largement incompris. L’importance de me´canismes physiques dans le de´velop-
pement apparaˆıt toutefois de plus en plus clairement. Ainsi, la migration cellulaire, qui
joue un roˆle essentiel dans la morphogene`se animale, de´pend des proprie´te´s me´caniques
et d’adhe´sion des cellules, de meˆme que la se´gre´gation des tissus, qui assure leur stabi-
lisation [65]. Les de´formations actives des cellules sous l’effet de leur cytosquelette, qui
gouvernent certaines des e´tapes primordiales de l’embryogene`se, comme la gastrulation,
en sont un autre exemple.
Il existe e´galement de multiples indications du roˆle de me´canismes physiques dans
la re´gulation du de´veloppement. Ainsi, les contraintes me´caniques, qui se propagent a`
longue porte´e et de fac¸on instantane´e a` l’e´chelle du de´veloppement, sont susceptibles
d’agir comme un signal permettant a` l’organisme de ≪ percevoir ≫ sa forme et ses di-
mensions et de controˆler en retour sa croissance (voir par exemple [50]). Une re´gulation
physique se manifeste e´galement dans les me´canismes d’adaptation observe´s dans certains
tissus. Ainsi, la croissance des parois des vaisseaux sanguins, sensible aux contraintes de
cisaillement induites par l’e´coulement qui les parcourt, permet a` leur diame`tre de s’ajus-
ter a` son flux, et les tissus osseux font l’objet d’un constant remodelage en re´ponse aux
sollicitations me´caniques auxquelles ils sont soumis [23].
Comme en te´moignent les exemples que nous en avons donne´, l’e´tude physique du
de´veloppement s’est jusqu’ici principalement concentre´e sur le de´veloppement animal. Le
roˆle des contraintes me´caniques dans la croissance des plantes est bien documente´, mais
leur e´ventuelle participation a` la re´gulation du de´veloppement ou a` la morphogene`se a
rec¸u moins d’attention [29].
Le pre´sent travail est issu d’une se´rie d’observations des re´seaux de nervures des
feuilles de plantes, qui sugge`rent un possible roˆle des contraintes me´caniques dans leur
formation. En particulier, nous nous sommes propose´ de rendre compte de l’analogie
entre leur ge´ome´trie et celles des re´seaux de fracture. Notre approche de cette question
s’est d’abord inspire´e de mode`les de syste`mes physiques, sans tenir grand compte des
particularite´s des tissus ve´ge´taux. Nous avons toutefois constate´ les limites d’un telle
approche, et nous sommes progressivement attache´ a` en donner une plus juste description.
Il nous a paru naturel que ce me´moire en garde la trace, et son organisation est plus ou
moins chronologique.
Le chapitre 1 pre´sente une introduction ge´ne´rale au de´veloppement des plantes, et
notamment des re´seaux de nervures, et se cloˆt par la description des observations dont
nous nous sommes propose´ de rendre compte.
Le chapitre 2 pre´sente un mode`le de la formation des re´seaux de nervures ou` les tis-
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sus ve´ge´taux sont de´crits comme des milieux continus, et qui incorpore un couplage
entre contraintes me´caniques et diffe´renciation des tissus vasculaires, qui permet de
rendre compte de la formation d’une structure re´ticule´e. Comme nous l’avons e´voque´
pre´ce´demment, la description de la croissance que nous avons d’abord utilise´e s’est tou-
tefois ave´re´e excessivement sommaire.
Nous nous sommes alors tourne´ vers un mode`le discret de prolife´ration cellulaire,
base´ sur les me´canismes physiques de la croissance des cellules ve´ge´tales. Comme nous le
rapportons au chapitre 3, ce mode`le nous a permis de montrer que la croissance pouvait
s’accompagner du de´veloppement de contraintes de tension dans les nervures, conduisant
a` une re´organisation progressive du re´seau vasculaire. Nous sugge´rons que la structure
locale des re´seaux de nervures est gouverne´e par cette re´organisation, et qu’elle refle`te un
e´quilibre de forces.
Le chapitre 4 constitue une parenthe`se dans notre e´tude de la croissance, puisqu’elle
est consacre´e a` une e´tude fonctionnelle des re´seaux de nervures, envisage´s comme des
re´seaux de transport optimaux. Dans cette perspective, nous avons tente´ de rendre compte
de la pre´sence de boucles dans les re´seaux de nervures, la` ou` les re´seaux de transport
optimaux sont ge´ne´ralement arborescents, en montrant qu’un re´seau optimal soumis a`
des fluctuations comporte des boucles. Nous proposons une mesure de la redondance d’un
re´seau pour quantifier sa structure.
Enfin, nous reprenons au chapitre 5 le mode`le de prolife´ration cellulaire pre´sente´ au
chapitre 3, afin d’e´tudier la ge´ome´trie des cellules ve´ge´tales. Cette e´tude a pour point de
de´part l’observation expe´rimentale d’une analogie entre la forme des cellules et celles des
bulles dans une mousse liquide. Nous e´tudions les conditions ne´cessaires a` l’apparition
de cette structure, et sugge´rons qu’elle est un indice de la re´gulation de la croissance
ve´ge´tale.
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Chapitre 1
Introduction
1.1 De´veloppement ve´ge´tal
Ce chapitre pre´sente un aperc¸u, ne´cessairement tre`s partiel, du de´veloppement ve´ge´tal,
en insistant notamment sur la structure des feuilles, dont l’e´tude des nervures occupe une
part importante de cette the`se. Si notre approche du de´veloppement est une approche
physique, et surtout me´canique, nous nous attarderons toutefois sur certains aspects de
la biologie du de´veloppement ve´ge´tal, qui nous semblent e´clairer la pertinence d’un telle
approche, et permettent d’envisager son inte´gration a` des proble´matiques plus proprement
biologiques.
1.1.1 Architecture et de´veloppement des plantes
A la diffe´rence des animaux, dont l’essentiel des organes se forme pendant l’embryo-
gene`se, les plantes pre´sentent un de´veloppement inde´termine´, et forment de nouveaux
organes tout au long de leur existence. Fixes, les plantes sont capables de re´agir aux cir-
constances exte´rieures par un de´veloppement tre`s plastique, qui leur permet de s’adapter
continuellement a` leur environnement [46]. A l’issue de l’embryogene`se, la graine renferme
une e´bauche rudimentaire de la plante, qui comprend typiquement une radicule et une ou
deux feuilles primordiales appele´es cotyle´dons 1. La croissance s’interrompt alors jusqu’a`
la germination, puis reprend avec la formation de la racine et la tige principales, qui
donneront naissance aux parties souterraine et ae´rienne de la plante. Le de´veloppement
proce`de par re´ite´ration, la structure ramifie´e de la plante e´tant compose´e de la re´pe´tition
d’un meˆme motif (figure 1.1). La partie ae´rienne de la plante est forme´e d’un ensemble
de tiges qui progressent par la succession de noeuds et d’entrenoeuds. Les noeuds portent
les feuilles et les bourgeons axillaires dont sont issues les branches late´rales.
On distingue dans le de´veloppement de la plante la croissance primaire, qui accom-
pagne l’allongement des tiges et des racines, et la croissance secondaire, par laquelle tiges
et racines s’e´paississent chez certaines espe`ces. La croissance primaire est confine´e au
voisinage des extre´mite´s des tiges et racines, au sein desquelles des re´gions constitue´es
de cellules indiffe´rencie´es, les me´riste`mes, sont le site de l’organogene`se (figure 1.2). Les
feuilles se de´veloppent a` la pe´riphe´rie du me´riste`me caulinaire, sous la forme de pro-
tube´rances appele´es primordia (figure 1.3a). L’extension late´rale des primordia donne
1. On distingue suivant leur nombre les monocotyle´dones et les dicotyde´lones.
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me´riste`me apical caulinaire
fleur
bracte´e
tige principale
noeud
entre-noeud
limbefeuille
pe´tiole
tige
me´rise`me apical racinaire
inflorescence
bourgeon axillaire
bourgeon apical
tige late´rale
cotyle´don
racine tertiaire
racine late´rale
poils racinaires
racine principale
Figure 1.1 – Architecture d’une plante [67]
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naissance au limbe, de forme aplatie (figure 1.3b), puis les feuilles poursuivent leur crois-
sance en gardant une e´paisseur a` peu pre`s constante jusqu’a` atteindre leur taille de´finitive.
(a)
(b)
P3
P1
zone pe´riphe´rique
zone centrale
me´riste`me apical caulinaire
P2
P1
cellules de la
zone pe´riphe´rique
cellules de la
zone centrale
tunica
corpus
me´riste`me
me´riste`me apical caulinaire
P2
Figure 1.2 – Repre´sentation sche´matique de l’extre´mite´ d’une tige [67] (a) Vue de dessus.
Les primordia, qui donnent naissance aux feuilles, sont nume´rote´s suivant l’ordre de leur
formation. Le plus jeune primordium discernable est appele´ P1. (b) Coupe longitudinale.
L’enveloppe du me´riste`me est compose´e de deux couches de cellules (L1 et L2) bien
distinctes des tissus internes.
Comme le montre la figure 1.4, les feuilles pre´sentent une structure stratifie´e. Les
e´piderme infe´rieur et supe´rieur enserrent les tissus internes ou me´sophylle, qui com-
prennent le parenchyme et les tissus vasculaires. On distingue sur la face supe´rieure de
la feuille le parenchyme palissadique, qui est le principal site de la photosynthe`se, et sur
sa face infe´rieure, le parenchyme lacuneux, dont les espaces intercellulaires forment des
cavite´s qui communiquent avec l’exte´rieur par les stomates, et assurent une importante
surface d’e´change. Les stomates sont borde´s par les cellules de garde, qui controˆlent leur
ouverture.
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(a) (b)
trichome
P4
P1
e´bauche foliaire
P2 P3
me´riste`me apical caulinaire
P1
P2
P3
procambium
limbe
procambium
nervure centrale
Figure 1.3 – De´veloppement des feuilles [67] (a) Exte´mite´ d’une tige de tabac (b)
Coupes transversales des primordia
(a) (b)
limbe
nervures
nervure centrale
pe´tiole
trichome
e´piderme supe´rieur cuticule
faisceau vasculaire
xyle`me phloe`me
parenchyme
palissadique
parenchyme
lacuneux
me´sophylle
lacune ae´rife`re stomate cellule de garde e´piderme infe´rieur
Figure 1.4 – Structure des feuilles [67] (a) Feuille mature (b) Vue en coupe du limbe
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1.1.2 Structure et me´canique des tissus ve´ge´taux
Comme tous les tissus vivants, les tissus ve´ge´taux pre´sentent une structure cellulaire,
observe´e pour la premie`re fois par Hooke dans le lie`ge [49]. Cette structure pre´sente
toutefois des particularite´s qui la distinguent de celle des tissus animaux. Tandis que
les cellules animales sont de´limite´es par une membrane et mobiles, les cellules ve´ge´tales
sont forme´es d’un protoplaste entoure´ d’une paroi rigide compose´e de fibrilles de cellulose
dans une matrice. Les parois sont maintenues sous tension par la pression de turgescence
exerce´e par le protoplaste, due a` la pression osmotique du suc vacuolaire 2. Les cellules
ve´ge´tales peuvent ainsi supporter des pressions de plusieurs atmosphe`res 3. La structure
poroe´lastique des tissus ve´ge´taux leur confe`re des proprie´te´s me´caniques particulie`res,
parmi lesquelles une de´pendance de leur module e´lastique apparent par rapport a` leur
turgescence, qui se donne a` voir dans le fle´trissement des plantes prive´es d’eau. La rigidite´
des tissus jeunes est ainsi tributaire de la turgescence, tandis que les parois lignifie´es de
certains tissus matures assurent seules leur stabilite´ me´canique. Par ailleurs, les parois
des cellules adjacentes sont solidaires, ce qui interdit tout de´placement des cellules, tandis
que leur rigidite´ restreint largement leurs changements de forme. Ceci contraint fortement
la morphogene`se ve´ge´tale. Tandis que la migration cellulaire joue un roˆle central dans le
de´veloppement animal, la forme et la structure des tissus ve´ge´taux de´pend d’un controˆle
pre´cis de la croissance et de la division des cellules.
Une autre particularite´ me´canique des plantes est que leurs tissus sont dans un e´tat
de tension mutuelle. Ces tensions tissulaires peuvent eˆtre de´finies de fac¸on plus pre´cise
comme la diffe´rence entre les tensions pre´sentes dans les parois cellulaires et la contribu-
tion a` ces tensions qui re´sultent de la pression de turgescence au sein de chaque cellule.
L’e´tude de ces tensions a une longue histoire [86], et se concentre particulie`rement sur
les tiges, ou` elles prennent la forme d’une tension dans l’e´piderme et d’une compression
dans les tissus internes, qui se manifestent par l’allongement des tissus internes et la
re´tractation de l’e´piderme lorsqu’on les se´pare. Diffe´rentes explications de ces observa-
tions ont e´te´ propose´es, comme une plus grande rigidite´ des tissus exte´rieurs, ou une
plus forte croissance des tissus internes, a` laquelle s’opposerait la re´sistance des tissus
externes. Cette dernie`re explication sugge`re que la croissance des organes ve´ge´taux pour-
rait eˆtre controˆle´e par leur e´piderme. A l’appui de cette ide´e, les expe´riences re´centes de
Savaldi-Goldstein et al. [99] montrent que l’on peut rendre une croissance normale a` un
mutant nain en agissant sur l’e´piderme seul 4. L’interpre´tation des expe´riences visant a`
e´tudier les tensions tissulaires et du roˆle des diffe´rents tissus dans la croissance demeure
toutefois un objet de controverse [87, 60] 5. Diffe´rents mode`les de ces tensions ont e´te´
propose´s, mais ils reposent ge´ne´ralement sur des hypothe`ses ou des simplifications qui
2. Nous reviendrons de manie`re plus de´taille´e sur l’e´tat hydrique des cellules ve´ge´tales aux chapitres
3 et 5, ainsi que sur leur croissance, qui re´sulte de l’allongement des parois sous l’effet des tensions
auxquelles elles sont soumises.
3. Un protoplaste de´barrasse´ de sa paroi ne peut au contraire survivre que dans un milieu a` peu pre`s
isotonique, et pre´sente une forme sphe´rique.
4. Ceci montre seulement qu’un signal est transmis aux tissus internes par l’e´piderme, et les
contraintes me´caniques ne sont qu’un des signaux possibles envisage´s par les auteurs.
5. Une complication lie´e a` la structure poroe´lastique des tissus ve´ge´taux est que les de´formations qui
re´sultent de la se´paration des diffe´rents tissus d’une tige sont tre`s diffe´rentes selon que ces tissus sont
place´s dans l’air ou dans l’eau.
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limitent leur porte´e. A notre connaissance, aucune approche syste´matique, inte´grant les
effets de l’e´lasticite´ et de la croissance, n’en a e´te´ propose´e.
1.1.3 Lignage et position
Outre la croissance et la prolife´ration des cellules, le de´veloppement s’accompagne de
leur diffe´renciation, qui permet la formation de structures spe´cialise´es. Ce paragraphe et le
suivant pre´sentent quelques conside´rations ge´ne´rales sur ces processus, qui justifient dans
une certaine mesure la description a` l’e´chelle tissulaire que nous adoptons au chapitre 2,
et montrent comment elle peut s’articuler avec une description a` l’e´chelle cellulaire.
Parmi les de´terminants de l’e´volution d’une cellule, on peut distinguer des facteurs
intrinse`ques, he´rite´s de la cellule-me`re ou lie´s a` son aˆge, et des facteurs extrinse`ques,
lie´s a` l’influence de l’environnement ou du reste de l’organisme. Dans le cas des cellules
ve´ge´tales, cette question est essentiellement celle du roˆle respectif de leur lignage et de
leur position. La stabilite´ des diffe´rentes couches de cellules observe´es dans les apex
(figure 1.2), a longtemps e´te´ comprise comme un indice de l’importance du lignage, mais
il s’est ave´re´ que cette stabilite´ e´tait relative, et que des e´changes de cellules entre les
couches pouvaient se produire. Ceci est de´montre´ par l’analyse clonale, une technique
qui repose sur l’observation des chime`res ou mosa¨ıques ge´ne´tiques, des organismes dont
toutes les cellules ne posse`dent pas le meˆme ge´notype 6. Ces observations et d’autres
indiquent que la position des cellules est le facteur principal de leur de´termination, sans
exclure totalement un roˆle du lignage dans certaines circonstances [102] 7.
1.1.4 Perspectives cellulaire et organismique
Une alternative qui recouvre partiellement la pre´ce´dente est celle qui oppose les pers-
pectives cellulaire et organismiques. La de´couverte des cellules a conduit a` l’e´tablissement
de la the´orie cellulaire, dont le postulat est que la cellule est l’unite´ fondamentale du vi-
vant, dont les organismes multicellulaires sont des assemblages, de sorte que la cle´ de leur
de´veloppement se situe dans l’e´tude des cellules individuelles. La the´orie cellulaire s’est
impose´e a` la fin du XIXe sie`cle, mais a rapidement e´te´ remise en question, et s’est vue
opposer une perspective organismique, qui concentre son attention sur l’organisme dans
son ensemble, et qu’a re´sume´e de Bary dans le cas des plantes par la suggestion que c’est
la plante qui forme des cellules, et non les cellules qui forment la plante [53, 106]. Les
plantes se preˆtent particulie`rement a` une telle approche, puisque leurs cellules sont ren-
dues solidaires par leurs parois. En outre, leur cytoplasmes communiquent entre eux par
des canaux qui traversent les parois, les plasmodesmes, formant ainsi un espace continu,
le symplasme, qui interpe´ne`tre l’apoplasme, forme´ de l’ensemble des parois. A la vision
d’une plante comme un agre´gat de cellules, on peut donc opposer une vision globale de la
plante, dont le volume est subdivise´ au cours de sa croissance par des parois. Un exemple
6. Les mosa¨ıques re´sultent de mutations survenues dans certaines cellules pendant le de´veloppement
et transmises a` leur descendance. Pour suivre les diffe´rents clones, on utilise usuellement des mutations
qui pre´sentent un phe´notype aise´ment identifiable, comme l’albinisme (de´faut de chlorophylle).
7. De la meˆme manie`re, la reproductibilite´ du lignage des cellules du ne´matode Caenorhabditis elegans
sugge`re une de´termination intrinse`que, mais cette reproductibilite´ s’ave`re tributaire d’une information
de position.
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qui re´siste a` la the´orie cellulaire est celui des algues unicellulaires forme´es de cellules
ge´antes. Ces cellules comprennent certes de multiples noyaux, mais ceux-ci ne peuvent
eˆtre envisage´s comme les unite´s e´le´mentaires de la forme de l’organisme, car ils sont
constamment maintenus en mouvement par les courants cytoplasmiques. La convergence
de forme entre certains organismes unicellulaires et multicellulaires peut eˆtre interpre´te´e
comme une indication de ce que la structure cellulaire est inessentielle. L’aspect organis-
mique du de´veloppement se manifeste chez les plantes multicellulaires par leur capacite´ a`
poursuivre une croissance a` peu pre`s normale malgre´ des mutations qui affectent la taille
des cellules ou leurs divisions, ou l’arreˆt des divisions qui re´sulte d’une irradiation gamma.
Comme le note Sitte [106], les perspectives cellulaire et organismique constituent moins
deux the´ories contradictoires que de deux points de vue sur les meˆmes phe´nome`nes, mais
ces points de vue ne sont pas sans incidence sur l’interpre´tation que l’on peut donner des
observations expe´rimentales, et les re´sultats qui appuient une perspective organismique
le´gitiment e´galement une mode´lisation du de´veloppement a` l’e´chelle tissulaire, la` ou` un
cadre plus approprie´ a` une the´orie cellulaire serait une statistique des cellules.
1.2 Les re´seaux de nervures
Ce chapitre de´crit la structure et le de´veloppement des re´seaux de nervures, ainsi
que les observations qui sont a` l’origine de notre travail. L’analogie entre les re´seaux de
nervures et les re´seaux de fractures, ainsi qu’une proprie´te´ ge´ome´trique de leur structure
locale, qui s’apparente a` un e´quilibre de forces, sugge`rent en effet un possible roˆle des
contraintes me´caniques dans leur formation, hypothe`se qui fait l’objet des chapitres 2 et 3.
1.2.1 Structure
La conqueˆte de la terre ferme par les plantes supe´rieures, issues des algues vertes, s’est
accompagne´e de plusieurs adaptations, dont l’apparition de tissus conducteurs spe´cialise´s,
leur permettant de compenser les pertes d’eau lie´es a` l’e´vaporation 8. Le syste`me vasculaire
des plantes se distingue de celui des animaux, forme´ de veines et d’arte`res se´pare´es, par
une organisation en faisceaux dont chacun comprend des tissus spe´cialise´s, le xyle`me et
le phloe`me, qui assurent respectivement le transport de la se`ve brute, compose´e d’eau et
de sels mine´raux, des racines vers les feuilles, ou` l’eau s’e´vapore, et de la se`ve e´labore´e,
charge´e de produits de photosynthe`se, des feuilles vers les sites ou` ceux-ci sont stocke´s
ou utilise´s. Xyle`me et phloe`me sont eux-meˆmes compose´s de diffe´rents types de cellules,
parmi lesquels des cellules allonge´es, qui leur confe`rent leur conductance e´leve´e. Dans
le phloe`me, il s’agit de cellules vivantes, les tubes crible´s. Dans le xyle`me, on distingue
les trache´ides, aux extre´mite´s en biseau, et les e´le´ments de vaisseaux, dont les parois
terminales sont perfore´es, et dont les alignements forment des vaisseaux tubuluaires ; a`
maturite´, ces deux types de cellules sont de´pourvues de protoplastes et re´duites a` leur
seules parois. Les faisceaux vasculaires peuvent ainsi eˆtre sche´matise´s comme un ensemble
de tubes paralle`les, et de´crits comme un milieu poreux. Un mode`le simple de la structure
du syste`me vasculaire suppose la section des tubes constante et leur nombre conserve´ a`
8. La diffusion seule n’y suffirait que pour un organisme de taille limite´e, de l’ordre du centime`tre [80].
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chaque embranchement (figure 1.5b). Toutefois, la section des vaisseaux diminue en re´alite´
a` mesure que l’on s’e´loigne de la base de la feuille, tandis que leur nombre augmente [73].
(a) (b)
Figure 1.5 – (a) Embranchement de vaisseaux sanguins (b) Un mode`le simplifie´ des
faisceaux conducteurs ve´ge´taux [73]
Dans la tige, la se`ve emprunte plusieurs faisceaux vasculaires conducteurs longitu-
dinaux. Chez les dicotyle´dones, les faisceaux vasculaires pre´sentent de multiples recon-
nexions et forment un re´seau. Chaque feuille est relie´e au syste`me vasculaire de la tige par
un ou plusieurs faisceaux conducteurs, les traces foliaires, dont e´manent ses nervures prin-
cipales. Nous nous inte´resserons plus particulie`rement au syste`me vasculaire des feuilles,
qui forme un re´seau irriguant leur surface. La disposition des nervures ou nervation est
tre`s variable d’une espe`ce a` l’autre, comme en te´moigne la classification propose´e par
Hickey [48]. Les monocotyle´dones pre´sentent ge´ne´ralement une nervation paralle`le, ou`
les nervures les plus importantes sont dirige´es suivant l’axe de la feuille, tandis que de
fines nervures transversales les relient entre elles. L’organisation typique des nervures
d’une feuille de dicotyle´done, que l’on peut de´crire comme un re´seau hie´rarchique, est
repre´sente´e sur la figure 1.6 (voir aussi la figure 4.1). Une nervure principale s’e´tend le
long de l’axe de la feuille, relie´e aux bords de la feuille par des nervures secondaires. Un
re´seau de nervures d’ordres plus e´leve´s ou re´ticulum divise la surface de la feuille en do-
maines appele´s are´oles. Parmi les feuilles qui pre´sentent une telle nervation dite penne´e,
on distingue nervation craspe´dodrome et brochidodrome, selon que les nervures secon-
daires rejoignent la marge de la feuille (comme sur la figure 5.21a), ou` se recourbent et
s’anastomosent (comme sur la figure 4.1). Une autre disposition fre´quemment observe´e
est la nervation palme´e, ou` plusieurs nervures principales partent de la base (voir par
exemple la figure 4.2).
La grande re´gularite´ des re´seaux de nervures, voire leur syme´trie, a souvent e´te´ note´e
par leurs observateurs, et a inspire´ a` Grew [43] une explication de leur ge´ome´trie en termes
d’une suppose´e structure cristalline (figure 1.7). Cette re´gularite´ concerne notamment
l’espacement des nervures. Dans le cas des feuilles a` nervation paralle`le, on constate
ainsi que le nombre de nervures varie comme la largeur de la feuille. Pour les feuilles a`
nervation re´ticule´e, on peut illustrer la re´gularite´ du re´seau en mesurant la distance qui
se´pare chaque point de la feuille de la nervure la plus proche (figure 1.6b). On constate
que la distance qui se´pare des nervures les points de chaque are´ole qui en sont les plus
e´loigne´s est toujours du meˆme ordre. On peut interpre´ter ce re´sultat, d’une part, d’un
point de vue fonctionnel, comme l’indication d’une irrigation uniforme de la feuille 9, et,
9. Pour une e´tude de l’espacement optimal des nervures, voir Noblin et al. [81].
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d’autre part, comme l’indication d’un me´canisme de formation auto-organise´.
(a) (b)
Figure 1.6 – (a) Sche´ma du re´seau vasculaire d’une feuille d’Arabidopsis [78] (b) Illus-
tration de la re´gularite´ des re´seaux de nervures [59]. Le niveau de gris en chaque point
correspond a` la distance a` la nervure la plus proche.
1.2.2 De´veloppement
Comme le montre de fac¸on sche´matique la figure 1.9, les diffe´rents ordres de nervures
se forment successivement au cours de la croissance de la feuille, si bien que son orga-
nisation hie´rarchique refle`te dans une large mesure l’histoire de sa formation 10. Cette
organisation se manifeste par une distribution e´tale´e de leurs diame`tres, que l’on peut
approcher localement par une loi de puissance (figure 1.8), ce qui sugge`re une structure
autosimilaire. On peut e´galement de´duire de l’exposant de cette loi une indication sur le
taux de croissance en diame`tre des nervures, plus lente que leur croissance en longueur
(qui suit celle de la feuille), comme l’atteste leur aspect de plus en plus allonge´ au cours
du de´veloppement. Si l’on suppose que de nouvelles nervures se forment a` un rythme
re´gulier, de manie`re a` maintenir un espacement moyen constant, et que leur taux de
croissance en diame`tre est infe´rieur d’un facteur λ a` celui de la feuille, on peut aise´ment
montrer que la distribution des diame`tres obe´it a` la loi
p(w) ∼ w−1− 1λ (1.1)
Ainsi, une loi en w−3, qui de´crit assez bien la distribution de la figure 1.8, correspond a`
un taux de croissance en diame`tre infe´rieur de moitie´ au taux de croissance de la feuille 11.
10. Cette correspondance n’est pas tout a` fait stricte, car le re´seau subit un remodelage pendant son
de´veloppement. Certaines portions des boucles forme´es par les nervures secondaires sont ainsi issues de
nervures forme´es plus tardivement [52].
11. Nous utiliserons ce re´sultat au chapitre 3 pour parame´trer un mode`le de la croissance des nervures.
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Figure 1.7 – Une the´orie ≪ cristallographique ≫ de la forme des re´seaux de nervures
due a` Grew [43]. Cette the´orie trouve un e´cho dans l’observation que la chiralite´ des
microtubules des cellules ve´ge´tales peut se manifester a` l’e´chelle de la plante [116].
w−3
w
N(w)
102101100
105
104
103
102
101
Figure 1.8 – Distribution des diame`tres de nervures de Gloespermum (donne´es S. Bohn)
(a) (b) (c) (d)
Figure 1.9 – De´veloppement successif des diffe´rents ordres des nervures [78] (a) Ner-
vure centrale (b) Nervures secondaires (c) Re´seau de nervures tertiaires (d) Nervures
quaternaires et des veinules a` extre´mite´ libre
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Une des premie`re e´tapes de la formation des nervures est la formation du procam-
bium (figure 1.10), constitue´ de cellules allonge´es. La` ou` les cellules ve´ge´tales se divisent
habituellement dans la direction perpendiculaire a` leur plus grande longueur, les cellules
procambiales se divisent longitudinalement, ce qui accroˆıt encore leur allongement. Les
diffe´rents tissus qui composent les faisceaux vasculaires re´sultent de la diffe´renciation
ulte´rieure des cellules procambiales.
(a) (b)
Figure 1.10 – Cellules provasculaires dans une feuille d’Arabidospsis [78] (a) Vue en
coupe (b) Coupe paralle`le a` l’e´piderme
1.2.3 Aspects fonctionnels
La principale fonction des nervures est le transport de la se`ve dans les feuilles, et
de nombreuses e´tudes se sont attache´es a` comprendre diffe´rents traits de leur structure,
comme leur organisation hie´rarchique ou la pre´sence de boucles, au regard de cette fonc-
tion. Ainsi, l’e´volution inde´pendante d’une structure re´ticule´e dans diffe´rentes ligne´es
phyle´tiques laisse penser qu’elle posse`de une valeur adaptative. Il a e´te´ sugge´re´ qu’elle
pouvait contribuer a` une plus grande homoge´ne´ite´ de l’e´tat hydrique de la feuille, ainsi
qu’a` la robustesse du syste`me vasculaire, en permettant a` l’ensemble de la feuille de res-
ter alimente´ en eau meˆme si certaines nervures sont endommage´es. Outre cette fonction
de transport, sur laquelle nous reviendrons plus longuement au chapitre 4, le syste`me
vasculaire contribue e´galement a` la stabilite´ me´canique des plantes, et constitue de ce
point de vue aussi une adaptation a` l’habitat terrestre. Ceci est spe´cialement vrai des
tiges, puisque le bois est issu de la lignification des parois cellulaires du xyle`me, mais
e´galement, chez certaines espe`ces, des feuilles. Une e´tude de l’influence de la disposition
des nervures sur la stabilite´ des feuilles sugge`re toutefois qu’une disposition optimale ne
co¨ıncide pas avec les dispositions observe´es 12.
12. Pour une revue de l’e´volution et de la fonction des re´seaux de nervures, voir Roth-Nebelsick et al.
[95].
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1.2.4 Me´canismes de formation
Les me´canismes de formation du syste`me vasculaire des plantes ne sont pas encore
comple`tement e´lucide´s, mais il est e´tabli qu’une hormone ve´ge´tale, l’auxine, y joue un roˆle
central. Sachs [97] a ainsi montre´ que l’application d’auxine e´tait susceptible d’induire
la diffe´renciation de tissus vasculaires et propose´ l’hypothe`se de canalisation de l’auxine,
selon laquelle le flux d’auxine qui parcourt le tissu se concentre progressivement sur des
chemins pre´fe´rentiels, du fait d’une capacite´ de transport accrue des cellules soumises au
flux le plus important (figure 1.11). Sachs a en outre sugge´re´ que le signal qui induit la
diffe´renciation est le flux d’auxine (plutoˆt que le gradient de la concentration d’auxine,
autre hypothe`se envisageable).
concentration
d’auxine e´leve´e
diffusion
d’auxine
concentration
d’auxine faible
procambium
Figure 1.11 – L’hypothe`se de canalisation de l’auxine [67]. Les fle`ches indiquent le
transport polaire d’auxine. L’auxine diffuse initialement de fac¸on uniforme suivant le
gradient de sa concentration, puis le flux se concentre sur des chemins pre´fe´rentiels, ou` il
induit la diffe´renciation du procambium.
Indiquons que le transport polaire de l’auxine n’intervient pas seulement dans la
diffe´renciation du syste`me vasculaire, mais apparaˆıt au contraire comme un me´diateur
dans de nombreux aspects du de´veloppement ve´ge´tal, depuis l’e´tablissement de la polarite´
de l’embryon jusqu’a` la phyllotaxie en passant par le maintien du me´riste`me racinaire (fi-
gure 1.12). En ce qui concerne plus particulie`rement les feuilles, il semble qu’il existe une
continuite´ entre les me´canismes qui donnent naissance aux primordia sur le me´riste`me
caulinaire, aux folioles des feuilles compose´es, et aux concentrations d’auxine qui appa-
raissent a` la marge des feuilles aux premiers stades de leur de´veloppement, et de´terminent
leur forme ainsi que l’emplacement des nervures principales [101].
Le roˆle de l’auxine dans la formation du syste`me vasculaire est confirme´ par l’effet
d’inhibiteurs du transport de l’auxine et de mutations qui affectent ce transport. Par
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Figure 1.12 – Le transport de l’auxine comme signal de coordination du de´veloppement
de la plante [12]. Le lettres S et C indiquent les zones de synthe`se et de catabolyse
(de´gradation).
ailleurs, la de´couverte des prote´ines PIN, responsables de l’eﬄux d’auxine 13, a permis
d’en obtenir une visualisation directe. Le transport polaire de l’auxine s’accompagne
d’une expression localise´e des prote´ines PIN sur les membranes des cellules situe´es vers
l’aval. L’observation des prote´ines PIN dans les feuilles confirme le roˆle de l’auxine dans
la diffe´renciation des cellules provasculaires. En effet, l’expression localise´e des prote´ines
PIN en constitue le premier signe de´tectable (figure 1.13), ante´rieur a` leur allongement
et a` l’expression d’autres ge`nes utilise´s pour les identifier [101, 125].
1.2.5 Nervures, fractures et mousses
Malgre´ ses succe`s, l’hypothe`se de canalisation de l’auxine n’est pas comple`tement
satisfaisante. En particulier, elle ne peut sous sa forme la plus simple rendre compte de la
pre´sence de boucles dans les re´seaux de nervures. Comme le notent Couder et al. [22], il
en va de ce point de vue de la canalisation de l’auxine comme des processus de croissance
dans un champ scalaire, qui sont connus pour former des structures arborescentes, sans
boucles (la figure 1.14 montre le re´sultat d’une simulation de la canalisation). Dans ces
processus, la croissance est tributaire de l’existence d’un gradient, ce qui interdit toute
reconnexion. Une autre manie`re de formuler le meˆme proble`me consiste a` examiner le flux
d’auxine sur une boucle du re´seau vasculaire, qui s’annule ne´cessairement en un point. A
cet e´gard, l’observation des transporteurs d’auxine re´ve`le que les toutes les cellules d’une
boucle pre´sentent une polarite´ de´termine´e, a` l’exception d’une unique cellule bipolaire,
qui exprime des transporteurs d’eﬄux d’auxine a` ses deux extre´mite´s (figure 1.15). On
peut s’interroger sur les flux d’auxine qui traversent une telle cellule, et sur l’origine de
13. Des transporteurs spe´cifiques agissent sur le flux qui entre dans chaque cellule, comme les prote´ines
AUX1, et en sort, comme la famille de prote´ines PIN.
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Figure 1.13 – Expression des prote´ines PIN [125]
Figure 1.14 – Simulation de la canalisation [33]
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Figure 1.15 – Cellule bipolaire au sein d’une boucle du re´seau vasculaire [101]
Figure 1.16 – Re´seaux de nervures de diffe´rentes espe`ces de plantes [22]
l’auxine qui semble la quitter par ses extre´mite´s.
Plus qu’a` un processus diffusif, la ge´ome´trie des re´seaux de nervures les apparente aux
re´seaux de fracture (figures 1.16 et 1.17), ou` la pre´sence de boucles peut s’interpre´ter au
regard du caracte`re tensoriel du champ des contraintes me´caniques qui provoquent leur
formation. Ceci a conduit Couder et al. [22] a` proposer l’hypothe`se que la diffe´renciation
des cellules vasculaires pourrait eˆtre controˆle´e par les contraintes me´caniques, et plus
pre´cise´ment les contraintes de compression induites par l’e´piderme dans les tissus in-
ternes ou` se forment les nervures. L’allongement des cellules provasculaires relaˆcherait
les contraintes dans la direction transversale a` la nouvelle nervure, de la meˆme manie`re
que l’ouverture d’une fracture. A l’appui de cette hypothe`se, Couder et al. [22] citent les
observations de Lintilhac et Vesecky [68], qui sugge`rent que le plan de division des cel-
lules ve´ge´tales peut eˆtre oriente´ par l’application de contraintes me´caniques, observations
qu’ils rapprochent des divisions longitudinales des cellules provasculaires.
Pour approfondir cette analogie, Bohn et al. [15] ont entrepris une e´tude de la ge´ome´trie
des re´seaux de nervures, dont il s’est ave´re´ qu’elle les situait a` mi-chemin entre les re´seaux
de fractures et les mousses liquides. En effet, les jonctions entre fractures forment des
angles de 180˚ +90˚ +90˚ , lie´s au raccordement d’une nouvelle fracture perpendiculaire-
ment a` une fracture existante, tandis que les jonctions entre parois dans une mousse
forment des angles e´gaux de 120˚ , en vertu de l’e´quilibre des tensions capillaires. Dans
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Figure 1.17 – Re´seaux de fractures observe´s dans des gels [22]
les re´seaux de nervures, on observe une distribution continue entre ces deux extreˆmes. Le
re´sultat remarquable de ces observations est que les angles sont corre´le´s aux diame`tres des
nervures, suivant une loi qui peut eˆtre exprime´e comme une e´galite´ vectorielle illustre´e
par la figure 1.18. Si l’on associe a` chaque nervure une force virtuelle oriente´e suivant la
direction de la nervure et d’intensite´ proportionnelle au diame`tre de la nervure, ces forces
sont a` peu pre`s e´quilibre´es a` chaque jonction. Tandis que la disposition des nervures
pre´sente une grande variabilite´ interspe´cifique, ce ≪ mode`le de force ≫ de leur structure
locale a e´te´ ve´rifie´ chez plusieurs espe`ces de dicotyle´dones [15].
L’analogie entre re´seaux de nervures et re´seaux de fractures, ainsi que la forme parti-
culie`re de leur structure locale, sugge`re un roˆle possible des forces me´caniques dans leur
de´veloppement. Elles ont constitue´ le point de de´part du pre´sent travail, et leur e´tude
fait l’objet des chapitres 2 et 3.
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Figure 1.18 – Le mode`le de force [15]. A chaque jonction entre nervures (qui se ren-
contrent ge´ne´ralement par trois), on associe aux nervures des ≪ forces virtuelles ≫ Fi
oriente´es dans leur direction et de module proportionnel a` leurs rayons Ri. On constate
que ces forces sont a` peu pre`s e´quilibre´es.
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Chapitre 2
Contraintes me´caniques et
diffe´renciation
En s’appuyant sur une analogie entre les re´seaux de fractures et les re´seaux de ner-
vures, Couder et al. [22] ont sugge´re´ que les contraintes de compression auxquelles sont
soumis les tissus internes des feuilles au cours de leur croissance pourraient jouer un roˆle
dans la diffe´renciation des tissus vasculaires, et que la formation des re´seaux de nervures
s’apparenterait a` une succession d’instabilite´s me´caniques (voir paragraphe 1.2.5). A la
diffe´rence des explications en termes de flambage e´lastique de la forme ondule´e du bord
de certaines feuilles [71] ou de la phyllotaxie [42], le me´canisme propose´ n’est toutefois pas
a` proprement parler une instabilite´ me´canique, puisque les contraintes de compression ne
sont pas relaˆche´es par un effondrement des cellules vasculaires, mais par un changement
progressif de leur forme re´sultant d’une croissance anisotrope. Afin de pre´ciser la nature
de ce me´canisme, nous nous sommes propose´ de de´velopper un mode`le de la formation
des re´seaux de nervures incorporant un couplage entre contraintes et diffe´renciation. Un
tel mode`le permettrait en outre, a` la diffe´rence d’un syste`me physique, d’e´tudier l’effet
sur les motifs obtenus de la croissance du domaine dans lequel se forment les nervures.
2.1 Principe
Le mode`le propose´ repose sur la repre´sentation simplifie´e de la structure me´canique
d’une feuille illustre´e par la figure 2.1. Le me´sophylle est de´crit comme un milieu e´lastique
bidimensionnel, tandis que les e´pidermes infe´rieur et supe´rieur sont suppose´s inexten-
sibles. Le couplage e´lastique entre les diffe´rentes couches est sche´matise´ par des ressorts.
On fait l’hypothe`se de lois de croissance tre`s simples. La croissance des tissus indiffe´rencie´s
Figure 2.1 – Repre´sentation sche´matique de la structure d’une feuille. Les tissus internes
sont soumis a` des contraintes de compression par l’e´piderme.
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est uniforme et isotrope. Les tissus vasculaires pre´sentent une croissance anisotrope (al-
longement des cellules) pendant un intervalle de temps de´termine´ au moment de leur
diffe´renciation, puis reprennent une croissance uniforme et isotrope identique a` celle des
tissus indiffe´rencie´s (figure 2.2). La croissance des tissus vasculaires dans la direction lon-
gitudinale se fait au meˆme rythme que celle des tissus indiffe´rencie´s, tandis qu’elle est
plus lente dans la direction transversale au moment de la diffe´renciation (figure 2.3), ce
qui relaˆche les contraintes dans cette direction.
(a) (b) (c) (d) (e)
Figure 2.2 – (a) Etat initial indiffe´rencie´ (b) Diffe´renciation des tissus vasculaires (en
gris) (c) Croissance anisotrope des tissus vasculaires (d) Reprise d’une croissance isotrope
(e) Etat de re´fe´rence correspondant a` une croissance uniforme
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Figure 2.3 – (a) Les tissus indiffe´rencie´s croissent de fac¸on uniforme. On a repre´sente´
ici sur une e´chelle semi-logarithmique l’e´volution d’un e´le´ment de longueur dl. (b) Crois-
sance des tissus vasculaires dans la direction transversale. La croissance est plus lente au
moment de la diffe´renciation. La courbe en trait plein est une ide´alisation d’une pe´riode
de croissance anisotrope (pointille´s).
Dans ce qui suit, on utilisera la the´orie de l’e´lasticite´ line´aire. Afin de pre´ciser quelles
approximations cela recouvre, et pour permettre d’envisager une variante non-line´aire
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de notre mode`le, nous rappellerons toutefois brie`vement le principe de la description
mathe´matique de la croissance, dont le cadre ge´ne´ral est celui de l’e´lasticite´ en grandes
de´formations.
2.2 Description mathe´matique de la croissance
La croissance de´signe l’augmentation des dimensions d’un corps par l’ajout de matie`re.
Ce processus peut prendre deux formes principales. Dans la premie`re, la croissance par
apposition, l’ajout de matie`re se fait a` la surface du corps. Ce mode de croissance est celui
que l’on observe dans certains phe´nome`nes physiques, comme la croissance cristalline,
ainsi que dans la croissance des tissus durs (os, cornes, coquilles, . . . ), et inclut e´galement
la croissance marginale des feuilles de certaines espe`ces de plantes. Dans la croissance
re´partie, au contraire, l’ajout de matie`re se fait de manie`re distribue´e dans le volume du
corps. Ce mode de croissance est ge´ne´ralement celui des tissus mous, ainsi que des feuilles
de dicotyle´dones auxquelles on s’inte´resse ici.
Le point de de´part d’une description de la croissance est une description cine´-
matique [107], qui est analogue a` la description des grandes de´formations d’un corps
e´lastique [82]. Dans les deux cas, on se donne une configuration de re´fe´rence, qui peut
eˆtre l’e´tat initial du corps, et dans laquelle il occupe un domaine D0, a` laquelle on com-
pare sa configuration actuelle, dans laquelle il occupe un domaine D. La transformation
du corps entre ces deux e´tats est de´crite par une application x(X) de D0 dans D, qui
associe a` la position X d’un point mate´riel dans la configuration de re´fe´rence sa position
x dans la configuration actuelle. La de´formation ou la croissance du voisinage d’un point
X est de´crite par le gradient
F =
dx
dX
(2.1)
de la transformation. Si toutefois on se donne une loi de croissance quelconque, c’est-a`-
dire un champ F arbitraire, il n’existe pas en ge´ne´ral une transformation dont elle est
le gradient 1. On dit dans ce cas que la croissance est incompatible, et des de´formations
e´lastiques sont ne´cessaires pour maintenir la continuite´ du corps au cours de la croissance.
Ces de´formations s’accompagnent de contraintes me´caniques, les contraintes re´siduelles.
Rodriguez et al. [93] ont propose´ une repre´sentation mathe´matique de la croissance per-
mettant de tenir compte des de´formations e´lastiques. Cette repre´sentation repose sur une
de´composition multiplicative de la transformation locale F sous la forme
F = FeFg, (2.2)
ou` Fe est la composante e´lastique de la de´formation, et Fg de´crit la transformation d’un
e´le´ment mate´riel re´sultant de la croissance, que l’on observerait s’il e´tait isole´ du reste du
corps. Cette de´composition est unique a` une rotation pre`s, et l’on suppose ge´ne´ralement
que Fg est syme´trique, la composante de rotation de la transformation e´tant inte´gre´e
a` la de´formation e´lastique. La de´composition de la de´formation permet d’envisager une
configuration interme´diaire virtuelle (figure 2.4). Toutefois, pour un champ de croissance
Fg incompatible, cette configuration virtuelle n’est de´finie que localement.
1. Les conditions de compatibilite´ que doit satisfaire F pour de´river d’une transformation sont
donne´es par Skalak et al. [108].
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FFeFg
Figure 2.4 – De´composition de la de´formation totale en croissance et de´formation
e´lastique (d’apre`s [93]). La configuration interme´diaire, virtuelle, n’est pas continue en
ge´ne´ral.
Pour comple´ter cette description, il faut d’une part se donner une loi constitutive
de´crivant le comportement e´lastique du corps. Une hypothe`se usuelle est que le corps
est hypere´lastique, c’est-a`-dire qu’il admet une densite´ d’e´nergie e´lastique W (F) dont
de´rivent les contraintes. D’autre part, pour de´crire l’e´volution du syste`me, il faut pre´ciser
une loi de croissance de´terminant Fg. Une situation fre´quemment envisage´e est celle ou` la
croissance de´pend des contraintes. Rodriguez et al. [93] donnent l’exemple d’un mode`le
de la croissance osseuse ou` le taux de croissance de´pend line´airement de l’e´cart a` une
contrainte home´ostatique.
2.3 Mise en e´quations
Les hypothe`ses que l’on a faites sur les lois de croissance des diffe´rents tissus per-
mettent de grandes simplifications par rapport a` la me´thode ge´ne´rale que l’on vient de
pre´senter. En effet, on peut ici choisir comme e´tat de re´fe´rence, plutoˆt que l’e´tat initial
du tissu, ante´rieur a` sa croissance, l’e´tat dans lequel il se trouverait si sa croissance avait
e´te´ uniforme (figure 2.2e). On de´compose ainsi la de´formation totale sous la forme
F = FeFrFu, (2.3)
ou` Fr de´crit la de´formation re´sultant de la diffe´renciation e´ventuelle (Fr = 1 pour les
tissus indiffe´rencie´s), et Fu correspond aux e´pisodes de croissance uniforme
2. Il est alors
possible de conside´rer une limite ou` les de´formations associe´es a` la diffe´renciation sont
petites,
Fr ≃ 1. (2.4)
On retrouve ainsi le cadre de l’e´lasticite´ line´aire, et l’on de´crit la configuration du corps
par les de´placements
u = x−X, (2.5)
2. Si γ est le taux de croissance et t le temps e´coule´ depuis l’instant initial, on a Fu = e
γt
1. La
croissance e´tant uniforme et isotrope, on peut regrouper les contributions a` la de´formation totale des
e´pisodes de croissance qui pre´ce`dent et suivent la diffe´renciation e´ventuelle.
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et ses de´formations par le tenseur
ǫ =
1
2
(gradu+ gradT u). (2.6)
La de´composition multiplicative 2.3 se re´duit alors a` une de´composition additive de ǫ,
ǫ = ǫr + ǫe. (2.7)
Pour de´crire l’e´volution des tissus, on s’est inspire´ de la me´thode du champ de phase,
utilise´e pour la mode´lisation des proble`mes d’interface, comme la solidification [14],
l’e´volution des microstructures [19], les e´coulements multiphasiques [6], la dynamique
des ve´sicules [13] ou la fracture [54]. Le principe de cette me´thode consiste a` introduire
un champ appele´ champ de phase, dont la valeur en un point de´pend de la phase du
syste`me dans laquelle se trouve ce point, et dont l’e´volution est couple´e a` celles des
autres champs caracte´risant l’e´tat du syste`me. Le champ de phase varie continuˆment,
et les interfaces entre les diffe´rentes phases pre´sentes une e´paisseur finie. Ces interfaces
diffuses donnent une repre´sentation implicite de la position des interface entres phases,
qui permet de de´crire bien aise´ment que par une repre´sentation explicite les changements
de leur topologie, comme la division ou la coalescence de domaines d’une phase. D’une
manie`re analogue, on introduit ici un champ φ dont la valeur est diffe´rente dans le tissu
indiffe´rencie´ et dans le tissu vasculaire, et dont on suppose qu’il contient toute l’informa-
tion pertinente sur l’e´tat du tissu. En particulier, on peut exprimer comme une fonction
de φ la configuration naturelle d’un e´le´ment du tissu,
ǫr ≡ ǫr(φ). (2.8)
Pour de´crire l’e´volution du syste`me, on peut supposer que les temps caracte´ristiques de la
croissance sont grands par rapport aux temps caracte´ristiques de la relaxation me´canique,
si bien que le syste`me est a` tout instant dans un e´tat d’e´quilibre me´canique, e´tat qui
minimise son e´nergie me´canique. L’e´piderme e´tant suppose´ inde´formable, cette e´nergie
comprend deux termes, l’e´nergie e´lastique des tissus internes, et l’e´nergie potentielle as-
socie´e a` leur couplage avec l’e´piderme. On envisage le couplage entre diffe´renciation et
contraintes comme le re´sultat de la croissance anisotrope des tissus vasculaires, et l’on
ne´gligera l’effet de la diffe´renciation sur leurs proprie´te´s me´caniques, que l’on supposera
isotropes comme celles des tissus indiffe´rencie´s 3. La densite´ d’e´nergie e´lastique e dans les
tissus internes a donc la forme [63]
e =
λ
2
(Tr ǫe)
2 + µ|ǫe|2, (2.9)
ou` λ et µ sont deux modules e´lastiques, ce qui conduit pour leur e´nergie e´lastique Ee a`
l’expression
Ee =
∫ [
λ
2
Tr2(ǫ− ǫr) + µ|ǫ− ǫr|2
]
dS. (2.10)
La croissance de l’e´piderme est suppose´e uniforme, mais peut eˆtre diffe´rente de celle des
tissus indiffe´rencie´s. On caracte´rise cette diffe´rence par un tenseur de de´formation η, qui
3. Les cellules vasculaires e´tant allonge´es il y tout lieu de penser que les tissus vasculaires ont en
re´alite´ un comportement me´canique anisotrope.
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de´crit la configuration naturelle de l’e´piderme relativement a` l’e´tat de re´fe´rence des tissus
internes 4. Avec cette de´finition, l’e´nergie potentielle Ep associe´e au couplage e´lastique
sche´matise´ par des ressorts sur la figure 2.1 est
Ep =
∫
k
2
|u− ηx|2dS, (2.11)
ou` k est la raideur des ressorts. Les ressorts repre´sentent la re´sistance au cisaillement des
tissus de la feuille. Ainsi, si h est l’e´paisseur de la feuille, k est d’ordre
k ∼ µ
h2
. (2.12)
Pour clore le mode`le, il reste a` pre´ciser comment e´volue l’e´tat des tissus, c’est-a`-dire
φ. En s’inspirant des mode`les de champ de phase, on supposera que cette e´volution est
gouverne´e par une ≪ fonctionnelle d’e´nergie ≫
E =
∫ [
λ
2
Tr2(ǫ− ǫr) + µ|ǫ− ǫr|2 + f(φ) + D
2
| gradφ|2 + k
2
|u− ηx|2
]
dS. (2.13)
L’e´tat d’e´quilibre me´canique instantane´ satisfait
δE
δu
= 0, (2.14)
et φ e´volue suivant l’e´quation de relaxation
φ˙ = −δE
δφ
. (2.15)
En toute ge´ne´ralite´, si l’on suppose que l’e´volution des tissus de´pend de leur e´tat actuel
et des contraintes me´caniques σ, il faudrait se donner une loi d’e´volution de la forme
φ˙ = f(φ,σ). (2.16)
Mais une telle loi serait susceptible de conduire a` une grande varie´te´ de comportements,
comme la propagation d’ondes [11]. On envisage au contraire l’e´volution du syste`me
comme une succession d’e´tats d’e´quilibres, ce qui justifie la forme de l’e´quation d’e´volution
choisie. D’un point de vue biologique, on peut l’interpre´ter comme l’expression d’une ten-
dance des tissus a` re´tablir un e´tat home´ostatique par la formation de nouvelles nervures.
A l’examen de l’e´quation 2.13, on voit que le syste`me, outre sa taille, est caracte´rise´
par deux longueurs caracte´ristiques, une ≪ longueur de diffusion ≫
lD =
√
D
λ
, (2.17)
et une longueur e´lastique
le =
√
λ
k
∼ h (2.18)
4. L’hypothe`se d’une compression des tissus internes par l’e´piderme se traduit par le fait que les
valeurs propres de η sont ne´gatives.
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qui correspond a` la porte´e du couplage e´lastique 5. Le terme de gradient est ici introduit
comme un terme de re´gularisation, sans origine physique ou biologique, et l’on supposera
que la longueur de diffusion est faible devant la longueur e´lastique. Dans une feuille de
forme aplatie, la longueur e´lastique, de l’ordre de son e´paisseur, est faible devant ses
autres dimensions.
2.4 Equivalence avec un milieu e´lastique non-line´aire
Les e´quations que l’on a e´crites sont e´quivalentes aux e´quations d’e´volution d’une
microstructure dont les phases pre´sentent des configurations naturelles diffe´rentes 6. Dans
ce contexte, on s’inte´resse ge´ne´ralement a` la dynamique hors-e´quilibre du syste`me. Une
manie`re usuelle de transformer les e´quations consiste alors a` e´liminer les de´placements, ce
qui donne une e´quation d’e´volution pour le champ de phase seul, dans laquelle le couplage
e´lastique se traduit par des termes non-locaux. Ici, on envisage l’e´volution du syste`me
comme une succession d’e´tats d’e´quilibre, et une autre transformation est approprie´e. En
effet, dans les cas que l’on envisagera en pratique, l’e´nergie pre´sente pour un e´tat donne´
du champ de de´placement un unique minimum par rapport au champ φ, ce qui permet
d’e´liminer le champ de phase et de parame´trer les e´tat d’e´quilibre du syste`me par les
seuls de´placements, et d’exprimer son e´nergie comme
E{φ,u} ≡ E{u} (2.19)
Cette transformation prend un forme particulie`rement simple si l’on ne´glige le terme de
gradient. On en alors tout point
φ ≡ φ(ǫ), (2.20)
et l’on peut e´crire l’e´nergie comme
E{u} =
∫ [
e(ǫ) +
k
2
|u− ηx|2
]
dS, (2.21)
ou` le terme
e(ǫ) =
λ
2
Tr2(ǫ− ǫr(φ)) + µ|ǫ− ǫr(φ)|2 + f(φ) (2.22)
peut eˆtre interpre´te´ comme la densite´ d’e´nergie e´lastique d’un milieu non-line´aire. Ceci
montre que les e´tats d’e´quilibre du syste`me sont e´quivalents a` ceux d’un milieu e´lastique
non-line´aire. En conside´rant un crite`re e´nerge´tique de stabilite´, on voit en outre que leur
stabilite´ est identique.
2.5 Syste`me unidimensionnel
On conside`re pour commencer un syste`me invariant suivant une direction, que l’on
pourrait envisager comme une ide´alisation de la nervation paralle`le d’une monocotyle´done
5. Si l’on applique une force en un point des tissus internes, le est la porte´e des de´placements qui en
re´sultent.
6. E est alors l’e´nergie libre du syste`me et f le potentiel chimique de chaque phase dans sa configu-
ration naturelle.
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(voir le chapitre 1). Puisque toutes les nervures ont la meˆme orientation, on peut ca-
racte´riser entie`rement l’e´tat du tissu en un point par un champ φ scalaire 7. On suppose
que φ prend ses valeurs dans l’intervalle [0, 1], avec φ = 0 dans le tissu indiffe´rencie´ et
φ = 1 dans le tissu vasculaire. L’e´nergie 2.13 prend la forme 8
E =
∫ [
f(φ) +
D
2
φ′2 +
µ
2
(ǫ− ǫr(φ))2 + k
2
(u− ηx)2
]
dx. (2.23)
On a par hypothe`se
ǫr(0) = 0 (2.24)
dans le tissu indiffe´rencie´, et l’on note
ζ = ǫr(1) (2.25)
l’e´tat naturel du tissu vasculaire. Par la suite, on utilisera la valeur nume´rique 9 ζ = −1.
On de´finit la fonction g par
ǫr(φ) = ζg(φ) (2.26)
et l’on pose 10
f(φ) = αg(φ)2 + βg(φ). (2.27)
L’e´quation d’e´quilibre me´canique
δE
δu
= 0 (2.28)
peut s’e´crire
∂xσ + f = 0 (2.29)
ou` la σ est la contrainte donne´e par
σ = µ(ǫ− ǫr) (2.30)
et f la force de rappel
f = −k(u− ηx). (2.31)
7. On verra qu’un champ tensoriel est en revanche ne´cessaire a` deux dimensions pour de´crire l’orien-
tation des tissus vasculaires.
8. Sous cette forme unidimensionnelle, ce mode`le est e´quivalent a` un mode`le de morphogene`se
e´pithe´liale propose´ par Belintsev et al. [10]. Dans ce mode`le, les variations de la configuration natu-
relle sont associe´es a` un e´tat polarise´ de certaines cellules, qui se manifeste par leur allongement dans
une direction transversale au plan de l’e´pithe´lium, et le terme de gradient a` un couplage local entre la
polarisation des cellules.
9. L’hypothe`se des petites de´formations serait au contraire |ζ| ≪ 1, mais on peut se ramener a` ζ = −1
en rapportant tous les de´placements et les de´formations a` |ζ|.
10. On justifiera ce choix a posteriori, en montrant que le comportement obtenu est celui que l’on
souhaitait de´crire.
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2.5.1 Milieu non-line´aire e´quivalent
Pour e´tudier la re´ponse des tissus internes conside´re´s isole´ment, on suit la de´marche
de´crite au paragraphe 2.4. Cette re´ponse est inde´pendante de la forme particulie`re prise
par la fonction g de´finie par l’e´quation 2.26, et l’on supposera ici g(φ) = φ. Pour une
valeur donne´e de la de´formation totale ǫ, le champ de phase φ est stationnaire si
δE
δφ
= 0, (2.32)
soit
2αφ+ β − ζµ(ǫ− ζφ) = 0. (2.33)
On ve´rifie que l’e´nergie posse`de un unique minimum pour toute valeur de ǫ, atteint pour
φ =
ζµǫ− β
ζ2µ+ 2α
(2.34)
si cette valeur de φ est comprise dans l’intervalle [0, 1], et
φ = 0 si ǫ ≥ ǫ0 = β
ζµ
(2.35)
φ = 1 si ǫ ≤ ǫ1 = ζ
2µ+ 2α + β
ζµ
(2.36)
φ varie donc line´airement en fonction de ǫ dans l’intervalle [ǫ1, ǫ0], et la courbe contrainte-
de´placement de´crivant la re´ponse des tissus internes est line´aire par morceaux (figure 2.5a).
ǫ
σ
0.5 0 -0.5 -1 -1.5
0.4
0.2
0
-0.2
-0.4
ǫ
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0
Figure 2.5 – (a) Courbe contrainte-de´placement de´crivant la re´ponse des tissus internes.
Les parame`tres sont µ = 1, ζ = −1, α = 1/4, β = 1/4. (b) La densite´ d’e´nergie e´lastique
correspondante.
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2.5.2 Etude de stabilite´
Comme le montre ce qui pre´ce`de, la stabilite´ des tissus internes est e´quivalente a`
celle d’un milieu e´lastique unidimensionnel pre´sentant une re´ponse non monotone, ou
de manie`re e´quivalente, une e´nergie non convexe. Il s’agit la` d’un proble`me classique de
l’e´lasticite´, e´tudie´ notamment par Ericksen [32], et qui s’apparente au mode`le de fluide
de Van der Waals. Si l’on soumet un tel milieu a` un cycle de chargement-de´chargement a`
contrainte impose´e, il pre´sente une hyste´re´sis indique´e sur la figure 2.5a par des fle`ches.
A de´placement impose´, si la de´formation moyenne se trouve dans le domaine ou`
∂σ
∂ǫ
< 0 (2.37)
(l’intervalle [−3/4,−1/4] sur la figure 2.5a), un e´tat uniforme est instable et l’on observe
une coexistence de ≪ phases ≫ pre´sentant des de´formations diffe´rentes. De meˆme que
pour une transition de phase dans un fluide, les de´formations a` la coexistence (ici, ǫ = 0
et ǫ = −1) peuvent eˆtre de´termine´es graphiquement en construisant la double tangente
a` la courbe d’e´nergie (figure 2.5b), et la contrainte posse`de une valeur de´termine´e (ici,
σ = 0), qui satisfait a` la re`gle des aires e´gales de Maxwell. Les e´tats interme´diaires entre
les de´formations a` la coexistence et le seuil d’instabilite´, pour lesquels
∂σ
∂ǫ
> 0 (2.38)
sont me´tastables. Si l’on revient au syste`me compose´ des tissus internes et de l’e´piderme,
la description du comportement des tissus internes que l’on vient de donner reste valable
localement. En particulier, la de´formation est susceptible de pre´senter des discontinuite´s
se´parant diffe´rentes phases, et les conditions d’e´quilibre entre les phases sont satisfaites
au voisinage de ces interfaces.
On conclut que la re´ponse des tissus correspond au comportement que l’on souhaitait
de´crire. Les caracte´ristiques essentielles de cette re´ponse, qui gouverneront l’e´volution
du syste`me, sont l’existence d’une contrainte seuil au-dela` de laquelle une instabilite´ se
produit, entraˆınant la formation d’une phase distincte, et d’une contrainte d’e´quilibre
qui est restaure´e a` l’issue de cette instabilite´. Dans la suite, on supposera nulle cette
≪ contrainte home´ostatique ≫. Ce choix est sans grande incidence, la re´ponse la plus
ge´ne´rale e´tant analogue a` une constante pre`s. Un choix plus significatif est celui de la
contrainte seuil, qui de´termine la proportion du syste`me qui passe a` l’e´tat φ = 1 a` l’issue
de l’instabilite´, c’est-a`-dire la proportion du tissu vasculaire dans les motifs obtenus. On
peut ici fixer inde´pendamment le seuil d’instabilite´ et la contrainte d’e´quilibre entre les
phases, du fait de la forme choisie pour le potentiel f(φ) (e´quation 2.27). Il convient
de noter que ce potentiel n’a pas la forme en double-puits habituellement utilise´e dans
les mode`les de champ de phase, qui assure la bistabilite´ de la phase. La bistabilite´ du
milieu n’est pas lie´e ici directement a` la structure de f (φ varie continuˆment entre 0 et
1 lorsque la de´formation varie), mais provient de l’instabilite´ me´canique due a` la courbe
contrainte-de´placement non monotone.
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2.5.3 Evolution du syste`me
Les figures 2.6 et 2.7 illustrent l’e´volution du syste`me 11 lorsque l’on augmente pro-
gressivement la compression impose´e par l’e´piderme en faisant varier η. Conforme´ment
a` l’e´tude de stabilite´ du paragraphe pre´ce´dent, on constate que le tissu reste dans l’e´tat
indiffe´rencie´ (a) jusqu’a` ce que les contraintes atteignent une valeur seuil (σ = −0, 25).
Lorsque le seuil est atteint, une instabilite´ se produit, et une domaine de taille finie se
≪ diffe´rencie ≫, relaˆchant localement les contraintes de compression (b).
Une seconde instabilite´ se produit a` une compression supe´rieure (c), et de nouveaux
domaines diffe´rencie´s se forment. Quand la compression η se rapproche de la valeur ζ
de la de´formation naturelle du tissu vasculaire, les domaines diffe´rencie´s coalescent puis
occupent l’ensemble du syste`me 12.
Le comportement du mode`le peut eˆtre de´termine´ analytiquement dans la limite ou` l’on
ne´glige l’e´paisseur des interfaces. Nous ne pre´senterons pas ce calcul de fac¸on de´taille´e,
mais indiquerons seulement la forme que prennent les solutions. Au sein de chaque phase,
le champ de phase φ est uniforme, e´gal a` 0 ou 1, de sorte que
dσ
dx
= µ
d2u
dx2
. (2.40)
L’e´quation d’e´quilibre me´canique 2.29 s’e´crit alors
µu′′ − k(u− ηx) = 0, (2.41)
qui admet des solutions de la forme
u = ηx+ Ae
x
le +Be−
x
le , (2.42)
ou` l’on rappelle que
le =
√
k
µ
. (2.43)
L’e´tat du syste`me est obtenu en raccordant les solutions obtenues au sein de chaque phase
conforme´ment aux conditions d’e´quilibre aux interfaces.
2.5.4 Croissance
Au paragraphe pre´ce´dent, on a e´tudie´ l’e´volution du syste`me lorsque la longueur au
repos de l’e´piderme varie. Dans une feuille, les contraintes re´siduelles re´sultent de la crois-
sance des diffe´rents tissus qui la composent. Une hypothe`se simple serait que l’e´piderme
11. Pour cette e´tude nume´rique, la fonction g de´finie par l’e´quation 2.26 a la forme
g(φ) = 3φ2 − 2φ3. (2.39)
Cette fonction satisfait g′(0) = g′(1) = 0, de telle sorte que les e´tats φ = 0 et φ = 1 sont stationnaires,
et φ reste toujours dans l’intervalle [0, 1].
12. Il est a` noter que le syste`me pre´sente une syme´trie parfaite φ→ 1−φ. On peut donc par syme´trie
de´duire de la figure 2.7 l’e´volution qui accompagnerait le de´chargement du syste`me depuis l’e´tat final
η = −1. L’hyste´re´sis qui s’y observerait est refle´te´e par l’asyme´trie de cette figure.
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(a) η = −0, 25
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(c) η = −0, 45
Figure 2.6 – Evolution de l’e´tat des tissus internes en fonction de la de´formation η de
l’e´piderme. La demi-longueur du syste`me est L = 1, D = 4.10−4, et k = 16 (lD = 0, 02
et le = 1/4). Colonne de gauche : champ de phase φ. Colonne de droite : de´formation ǫ
(trait plein) et contrainte σ (pointille´s).
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Figure 2.7 – Evolution de l’e´tat des tissus internes en fonction de la de´formation η de
l’e´piderme. Les tissus diffe´rencie´s (φ = 1) apparaissent en noir.
pre´sente un taux de croissance plus faible que les tissus internes. Cependant, le rap-
port entre leurs longueurs au repos croˆıtrait alors sans limite. On supposera donc qu’ils
croissent au meˆme rythme, mais que leurs longueurs au repos initiales sont diffe´rentes. En
notant que l’e´paisseur d’une feuille est relativement constante au cours de sa croissance,
on supposera que la longueur e´lastique le est constante. Les contraintes re´siduelles aug-
mentent alors avec les dimensions du syste`me. En effet, dans un syste`me de dimensions
grandes devant le, l’e´piderme impose une de´formation η aux tissus internes loin des bords,
tandis que dans un syste`me dont la taille est du meˆme ordre que le, l’effet des bords se fait
partout sentir. Comme le montre la figure 2.8, on observe dans un syste`me en croissance
une cascade d’instabilite´s qui tend a` maintenir une distance a` peu pre`s constante entre les
structures diffe´rencie´es, dont la taille reste e´galement toujours du meˆme ordre. Il s’agit
la` d’un re´sultat habituel dans les syste`mes couple´s a` une fondation e´lastique. Celle-ci
introduit en effet une longueur caracte´ristique, ici la longueur e´lastique le, qui gouverne
les motifs obtenus 13. Pour de´crire la succession d’instabilite´s observe´es, on peut tracer un
diagramme de phase du syste`me, ou` l’on repre´sente l’e´nergie d’e´tats d’e´quilibre compre-
nant diffe´rents nombres de domaines diffe´rencie´s (figure 2.9). Une instabilite´ se produit
lorsque l’on atteint l’extre´mite´ d’une branche, puis une e´volution graduelle reprend sur
une autre branche d’e´quilibre.
2.5.5 Irre´versibilite´
Comme on le voit sur les figures 2.7 et 2.8, la transition entre les deux phases
est re´versible 14, si bien que la largeur des structures diffe´rencie´es peut diminuer si les
13. L’annexe B en donne un exemple.
14. On n’entend pas ici le terme re´versible au sens thermodynamique. Pre´cisons toutefois a` ce sujet
que l’instabilite´ observe´e ici, sous-critique, s’accompagne d’une dissipation d’e´nergie. En pre´sence d’un
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Figure 2.8 – Evolution des tissus internes lorsque le syste`me croˆıt, avec η = −0, 275.
Les valeurs des autres parame`tres sont les meˆmes que sur les figures pre´ce´dentes.
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Figure 2.9 – Diagramme de phase du syste`me dont l’e´volution est repre´sente´e sur
la figure 2.8. On a trace´ en fonction de la taille du syste`me l’e´nergie d’e´tats d’e´quilibres
stables comprenant diffe´rents nombres de domaines diffe´rencie´s. Une instabilite´ se produit
quand on atteint l’extre´mite´ d’une branche du diagramme.
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contraintes auxquelles elles sont soumises diminuent, et qu’elles peuvent se de´placer a` la
faveur d’une instabilite´. On souhaite au contraire que la diffe´renciation des tissus vascu-
laires soit irre´versible, et l’on impose donc la re`gle supple´mentaire
φ˙ ≤ 0 si φ ≥ 1
2
. (2.44)
Comme le montre la figure 2.10, on obtient alors une structure hie´rarchique, ou` la taille
des domaines diffe´rencie´s garde la trace de l’instant ou` ils se sont forme´s.
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Figure 2.10 – Evolution irre´versible des tissus internes
2.5.6 Inhomoge´ne´ite´s
On a suppose´ jusqu’ici le syste`me parfaitement homoge`ne, la` ou` la structure micro-
scopique des tissus vivants est de´sordonne´e. Pour e´tudier l’effet de ces inhomoge´ne´ite´s,
on a repris les meˆmes simulations en posant
ǫr = (g(φ) + r(x))ζ, (2.45)
ou` r(x) est une fonction ale´atoire. Le seuil d’instabilite´ au point x est alors de´cale´ de
µζr(x). Si l’on trace la courbe contrainte-de´placement d’un e´chantillon des tissus in-
ternes, on retrouve un re´sultat usuel dans l’e´tude des syste`mes de´sordonne´s, qui est que
les inhomoge´ne´ite´s peuvent faire disparaˆıtre les e´tats me´tastables du syste`me homoge`ne
(figure 2.11).
terme de gradient, le de´placement graduel des interfaces entre deux instabilite´s est lui re´versible au
sens thermodynamique. Si l’on conside`re un mode`le analogue comprenant des degre´s de liberte´ internes
bistables, mais qui ne sont pas couple´s par un terme de gradient, le basculement de chaque degre´ de
liberte´ interne s’accompagne d’une dissipation sous forme d’ondes e´lastiques. Un tel mode`le peut eˆtre
utilise´ pour de´crire la plasticite´ [119].
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Figure 2.11 – Re´ponse d’un syste`me inhomoge`ne. (a) Avec un de´sordre faible, la re´ponse
est proche de celle du syste`me homoge`ne (en pointille´s). (b) Avec un de´sordre plus impor-
tant, les e´tats me´tastables disparaissent comple`tement, et la re´ponse pre´sente simplement
un plateau. Une telle courbe de re´ponse est analogue a` celle d’une mousse solide [39], qui
est un exemple classique de mate´riau non-line´aire de´sordonne´.
Comme le montre la figure 2.12, les motifs obtenus dans un syste`me inhomoge`ne
sont irre´guliers. Nous n’avons pas pousse´ tre`s loin cette e´tude, mais nos re´sultats sont
conformes a` la discussion que donnent Bohn et al. [17] dans le cas des re´seaux de fracture.
Le facteur essentiel est le rapport entre la taille du syste`me et la longueur e´lastique le. Pour
un syste`me de grande taille, les contraintes sont relativement uniformes loin des bords
et les inhomoge´ne´ite´s de´terminent le lieu ou` se produit l’instabilite´. Pour un syste`me de
taille comparable a` le, c’est la position du maximum des contraintes qui est de´terminante.
Notons une diffe´rence entre un syste`me en croissance et les re´seaux de fracture. Dans ce
dernier cas, la taille des domaines de´limite´s par les fractures diminue au fur et a` mesure
que de nouvelles fractures apparaissent, de sorte que l’on passe progressivement de la
premie`re situation (l’emplacement des premie`res fractures n’est pas reproductible) a` la
seconde (la position des fractures existantes de´termine celle des fractures qui se forment
tardivement), jusqu’a` ce que le processus s’interrompe. Dans le cas d’un syste`me en
croissance, il se peut que la taille des domaines reste invariable au cours du temps, et que
l’on reste toujours dans un meˆme re´gime.
2.6 Syste`me bidimensionnel
A deux dimensions, un champ scalaire ne suffit plus a` de´crire l’e´tat du tissu. Il faut
que φ contienne une information sur l’orientation du tissu, dont de´pend sa configuration
naturelle ǫr. Le plus simple est d’identifier φ et ǫr, puisque la configuration naturelle
caracte´rise comple`tement le tissu du point de vue de notre mode`le. L’e´nergie 2.13 prend
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Figure 2.12 – Evolution avec du de´sordre
alors la forme
E =
∫ [
λ
2
Tr2(ǫ− ǫr) + µ|ǫ− ǫr|2 + f(ǫr) + D
2
| grad ǫr|2 + k
2
|u− ηx|2
]
dS. (2.46)
Le mode`le est suppose´ invariant par tout changement de re´fe´rentiel (le syste`me n’admet
pas de direction pre´fe´rentielle), de sorte que le potentiel f peut s’exprimer comme une
fonction des invariants tensoriels de ǫr, par exemple ses valeur propres (les de´formations
propres), ou sa trace et sa norme.
De meˆme que dans le cas unidimensionnel, la possibilite´ de de´formations discontinues
en e´lasticite´ a e´galement e´te´ e´tudie´e a` deux dimensions, notamment par Knowles et
Sternberg [56]. On obtient alors des conditions d’e´quilibre entre les phases qui sont plus
complexes, et incluent la continuite´ des contraintes normales a` l’interface et celle des
de´formations tangentielles. A de´faut de re´aliser une e´tude analytique du proble`me, on
s’est contente´ de construire heuristiquement diffe´rentes formes du potentiel f et d’e´tudier
nume´riquement les motifs obtenus. Pour obtenir des structures allonge´es, on a cherche´ des
potentiels tels qu’ils permettent un e´quilibre entre une phase non de´forme´e et une phase
pre´sentant une de´formation uniaxiale. Ceci est le cas si le potentiel pre´sente des minima
e´gaux en ǫr = 0 et pour une de´formation uniaxiale donne´e. La premie`re possibilite´ que
nous avons envisage´e est
f(ǫr) = −1
2
(
|ǫr| − 1
2
)2
+
(
|ǫr| − 1
2
)4
(2.47)
Cette fonction pre´sente un minimum en 0 et sur le cercle d’e´quation |ǫr| = 1 (figure 2.13).
Une classe de potentiels que l’on a e´galement conside´re´e est constitue´e des polynoˆmes des
invariants tensoriels de ǫr,
f(ǫr) =
∑
i,j
cij(Tr ǫr)
i|ǫr|2j (2.48)
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Figure 2.13 – Le potentiel de l’e´quation 2.47, en fonction des de´formations principales
ǫ1 et ǫ2. Les minima apparaissent en noir.
On a construit ainsi un potentiel pre´sentant des minima correspondant aux de´formations
uniaxiales ǫrij = −δik, k = x, y (figure 2.14).
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Figure 2.14 – Un potentiel polynomial qui pre´sente des minima pour des de´formations
uniaxiales
2.6.1 Relaxation vers un e´tat d’e´quilibre
Avant d’e´tudier le mode`le complet, qui de´crit une e´volution irre´versible dans un
syste`me en croissance, on pre´sentera ici quelques observations de l’e´volution re´versible du
syste`me vers un e´tat d’e´quilibre, qui e´clairent son comportement. La figure 2.15 montre la
relaxation des tissus internes seuls soumis a` une contrainte de compression. On a conside´re´
ici des conditions aux bords pe´riodiques, pour lesquelles l’e´tat d’e´quilibre me´canique peut
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eˆtre de´termine´ par transforme´e de Fourier 15. Dans un processus analogue a` l’e´volution
d’une microstructure, on observe la formation de domaines de taille croissante, jusqu’a`
ce que toute la de´formation soit concentre´e dans une structure unique. On ve´rifie que
les domaines indiffe´rencie´s sont peu de´forme´s, et ont principalement un de´placement de
translation ou de rotation solide, tandis que la compression se concentre dans les do-
maines diffe´rencie´s (figure 2.16). La compression isotrope impose´e est partage´e entre des
domaines qui pre´sentent une compression uniaxiale suivant diffe´rentes directions. Pour
(a) t = 1 (b) t = 5 (c) t = 10
(d) t = 20 (e) t = 100 (f) t = 500
Figure 2.15 – Relaxation des tissus internes sous une compression isotrope η = −0, 25×
1. On a utilise´ ici le potentiel repre´sente´ sur la figure 2.14. Les couleurs repre´sentent la
de´formation ǫr (les composantes rouge, verte et bleue correspondent aux compressions
suivant trois directions formant des angles de de 120˚ ).
des tissus internes couple´s avec l’e´piderme, on constate que le ≪muˆrissement ≫ s’arreˆte a`
une e´chelle caracte´ristique, qui correspond a` la longueur e´lastique, puis le syste`me e´volue
progressivement vers un e´tat d’e´quilibre (figure 2.17).
On peut obtenir des motifs tre`s diffe´rents avec d’autres choix du potentiel. Ainsi, un
potentiel qui pre´sente un minimum pour la de´formation isotrope ǫr =
1
2
(figure 2.18)
conduit a` des ıˆlots de de´formation isotrope (figure 2.19). Ceci sugge`re qu’un mode`le
me´canique permettrait de rendre compte du tissu vasculaire discontinu observe´ chez cer-
tains mutants (figure 2.20), difficilement explicable dans le cadre du mode`le de canalisa-
tion de l’auxine.
15. Il est alors ne´cessaire de perturber ale´atoirement l’e´tat initial pour qu’une instabilite´ se produise.
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Figure 2.16 – De´formations du syste`me dans l’e´tat repre´sente´ sur la figure 2.15e. L’am-
plitude des de´placements est arbitraire. La de´formation des domaines indiffe´rencie´s cor-
respond essentiellement a` un mouvement solide, la compression se concentre dans les
domaines diffe´rencie´s.
(a) t = 1 (b) t = 2 (c) t = 5
(d) t = 10 (e) t = 20 (f) t = 100
Figure 2.17 – Relaxation des tissus internes couple´s a` l’e´piderme. Le potentiel est celui
de la figure 2.13. Le motif obtenu pre´sente une e´chelle caracte´ristique qui correspond a`
la longueur e´lastique.
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Figure 2.18 – Un potentiel qui pre´sente un minimum pour une de´formation isotrope
(a) t = 5 (b) t = 100 (c) t = 1000
Figure 2.19 – Ilots de de´formation obtenus avec le potentiel de la figure 2.18. La structure
e´volue progressivement vers un ordre re´gulier.
Figure 2.20 – (A-D) Type sauvage (E-H) Mutant pre´sentant un tissu vasculaire dis-
continu [57]
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2.6.2 Analyse ge´ome´trique
A l’examen des motifs obtenus (par exemple la figure 2.17), il semble qu’ils pourraient
obe´ir au ≪ mode`le de force ≫ de´crivant les re´seaux de nervures (paragraphe 1.2.5). Afin
de ve´rifier cette hypothe`se, on analyse leur ge´ome´trie en construisant leur squelette (fi-
gure 2.21 et annexes A.2 et A.3). La figure 2.22, qui repre´sente les corre´lations entre les
largeurs des domaines diffe´rencie´s et les angles qu’ils forment a` leurs jonctions, sugge`re
que le mode`le de force est effectivement satisfait.
Figure 2.21 – Squelette des domaines diffe´rencie´s de la figure 2.17f
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Figure 2.22 – Ge´ome´trie des jonctions de la figure 2.17f. La courbe correspond au
mode`le de force. Pour la de´finition des parame`tres, voir le paragraphe 3.4.
On peut proposer de ce re´sultat l’interpre´tation suivante. Lorsque les minima du
potentiel f correspondent a` une de´formation nulle ou uniaxiale, on peut construire de
fac¸on approche´e un e´tat d’e´quilibre sous la forme d’un re´seau de bandes de de´formation
uniaxiale. Par continuite´ des de´placements aux interfaces, la de´formation dans chaque
bande se fait dans une direction perpendiculaire a` la direction de la bande. Si l’on suppose
par ailleurs, conforme´ment aux observations, que chaque domaine indiffe´rencie´ se de´place
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Figure 2.23 – Construction ge´ome´trique sugge´rant que le mode`le pre´sente´ ici obe´it
au mode`le de force. La figure de gauche repre´sente un e´tat indiffe´rencie´. Sur la figure
de droite, les domaines rectangulaires se sont diffe´rencie´s. Les de´placements relatifs des
secteurs indiffe´rencie´s sont proportionnels aux coˆte´s du triangle central. Le fait que la
somme des trois vecteurs correspondants soit nulle implique que le mode`le de force est
satisfait.
par translation, on conclut que chaque bande est perpendiculaire au de´placement relatif
des deux domaines qu’elle se´pare. La compression dans les bandes diffe´rencie´es e´tant fixe´e,
ce de´placement est proportionnel a` la largeur de la bande. Si l’on conside`re une jonction
entre trois bandes, le fait que la somme de leurs de´placements relatifs deux a` deux soit
nulle implique que le mode`le de force est satisfait.
Un argument de de´nombrement des degre´s de liberte´ et des conditions qu’ils doivent
satisfaire sugge`re que si l’on fixe la position des jonctions, il n’est pas possible en ge´ne´ral
de donner aux domaines diffe´rencie´s des largeurs telles que le mode`le de force soit partout
satisfait. Il en re´sulte que le re´seau doit se de´former pour le satisfaire. Le meˆme argu-
ment montre que si l’on fixe juste la topologie du re´seau, laissant libres les positions des
jonctions, il existe une infinite´ de solutions. On peut supposer que c’est alors l’e´nergie
interfaciale qui de´termine l’e´tat d’e´nergie minimale. On s’attendrait alors a` ce que la
ge´ome´trie du re´seau soit celle d’une mousse bidimensionnelle, c’est-a`-dire que les angles
soit tous voisins de 120˚ . D’apre`s le mode`le de force, les largeurs des domaines diffe´rencie´s
devraient alors eˆtre e´gales. La figure 2.22 montre que les angles sont effectivement voi-
sins de 120˚ et les largeurs peu disperse´es. On observe e´galement sur la figure 2.21 des
courbures qui lui donnent un aspect analogue a` une mousse (comparer avec la figure 5.4).
2.6.3 Evolution irre´versible
La manie`re la plus simple de rendre irre´versible l’e´volution des tissus consisterait
a` appliquer a` la trace du champ ǫr une re`gle analogue a` celle utilise´e dans le mode`le
unidimensionnel, c’est-a`-dire de lui interdire de croˆıtre une fois qu’elle est passe´e sous un
certain seuil (quand la compression est suffisamment importante). Toutefois, nous avons
observe´ qu’avec une telle re`gle, l’orientation de ǫr est susceptible de varier au cours de la
croissance. On a donc utilise´ une re`gle diffe´rente, de´crite a` l’annexe A.1, qui assure que
lorsque la compression suivant une direction donne´e exce`de un certain seuil, elle ne peut
51
plus diminuer. Comme le montre la figure 2.24, une e´volution irre´versible dans un syste`me
en croissance conduit comme dans le cas unidimensionnel a` des motifs hie´rarchiques.
(a) t = 10 (b) t = 30 (c) t = 60
(d) t = 90 (e) t = 120 (f) t = 150
Figure 2.24 – Evolution irre´versible dans un domaine en croissance, avec le potentiel de
la figure 2.13
A l’origine, on souhaitait comme dans les expe´riences de Couder et al. [22] e´tudier les
motifs obtenus dans des domaines de formes diffe´rentes, avec diffe´rentes conditions aux
bords. Nous avons toutefois e´te´ limite´s par les me´thodes nume´riques simples (diffe´rences
finies) que nous avons utilise´es pour de´terminer l’e´tat d’e´quilibre me´canique dans un
domaine de forme quelconque, quand il n’est plus possible d’utiliser la transforme´e de
Fourier. Une e´tude plus pousse´e ne´cessiterait l’emploi d’une me´thode spe´cialise´e, par
exemple une me´thode multi-grille. Dans les quelques essais que nous avons re´alise´s, la
largeur des structures est peu supe´rieure au pas d’analyse, et ces re´sultats ne constituent
qu’une indication du comportement du syste`me. Ils confirment toutefois l’ide´e que, comme
dans le cas unidimensionnel, le champ de contraintes inhomoge`ne, qui de´pend de la forme
du domaine, gouverne l’emplacement des premie`res structures diffe´rencie´es. On observe
des motifs variables suivant le potentiel f conside´re´ (figures 2.25 et 2.26).
Un proble`me plus se´rieux que les limitations nume´riques que nous venons d’e´voquer
est que de fortes contraintes de tension se de´veloppent dans les domaines diffe´rencie´s au
cours de la croissance. En effet, la taille de chaque domaine devient progressivement plus
grande que sa taille d’e´quilibre, pour laquelle la contrainte a` l’interface est e´gale a` la
contrainte d’e´quilibre, et le de´placement dans le domaine devient plus important que la
compression impose´e a` son voisinage par l’e´piderme. Ces contraintes de tension e´taient
de´ja` visibles dans le mode`le unidimensionnel (voir la figure 2.27), mais ne perturbaient
pas outre mesure l’e´volution car des contraintes de compression demeuraient entre les
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(a) t = 10 (b) t = 20 (c) t = 30
(e) t = 40 (f) t = 50 (g) t = 60
(h) t = 70 (i) t = 80 (j) t = 90
Figure 2.25 – Motifs obtenu dans un disque en croissance, avec le potentiel de la fi-
gure 2.13.
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(a) t = 10 (b) t = 20 (c) t = 30
(e) t = 40 (f) t = 50 (g) t = 60
(h) t = 70 (i) t = 80 (j) t = 90
Figure 2.26 – Motifs obtenu dans un disque en croissance, avec le potentiel de la fi-
gure 2.14.
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domaines diffe´rencie´s. A deux dimensions, en revanche, les contraintes de tension qui
apparaissent au voisinage des domaines de´ja` forme´s empeˆchent les nouveaux domaines
de se raccorder a` eux pour former un motif re´ticule´. Il semble que le seul moyen d’e´viter
la formation de telles contraintes re´siduelles serait de supposer que la croissance de´pend
des contraintes, ce qui permettrait a` l’e´volution du tissu vasculaire de maintenir des
contraintes a` peu pre`s constantes dans son voisinage.
Signalons qu’un mode`le tre`s proche de celui que l’on vient de de´crire a e´te´ propose´
par Laguna et al. [62]. La diffe´rence essentielle tient a` ce que le champ de phase conside´re´
est un champ scalaire. La de´formation associe´e a` la diffe´renciation est alors isotrope, et
il faut pour observer des structures allonge´es supposer que le module de cisaillement des
tissus diffe´rencie´s est re´duit 16. Ce mode`le est en conse´quence plus simple, et comporte
moins de parame`tres ajustables, mais il n’est pas clair qu’il donne une juste description de
l’e´tat me´canique des tissus vasculaires. Par ailleurs, en reprenant une objection oppose´e
par Sachs [97] a` un mode`le de re´action-diffusion propose´ par Meinhardt pour de´crire les
re´seaux vasculaires, on peut s’interroger sur les re´sultats qu’il pre´dirait a` trois dimensions.
D’apre`s un mode`le analogue utilise´ par Orlikowski et al. [84] pour e´tudier l’e´volution de
microstructures, on s’attendrait a` ce qu’il forme dans un espace tridimensionnel des struc-
tures bidimensionnelles. Avec un champ de phase tensoriel, il serait possible de choisir
un potentiel conduisant a` des vaisseaux unidimensionnels, dont les sections longitudinale
et transversale s’apparenteraient respectivement aux re´seaux obtenus a` deux dimensions
et aux ıˆlots de la figure 2.19.
En conclusion, on a propose´ une approche susceptible de rendre compte d’une ana-
logie entre diffe´renciation induite par des contraintes et instabilite´ me´canique. Un tel
me´canisme de diffe´renciation contraindrait fortement la ge´ome´trie des motifs obtenus.
Ce dernier re´sultat repose toutefois sur la description ≪ rigide ≫ que l’on a donne´e de la
croissance, insensible a` l’e´tat de contraintes du tissu. On l’a vu, cette description de la
croissance aboutit a` d’importantes contraintes re´siduelles, que la diffe´renciation accroˆıt
plus qu’elle ne les relaˆche. Un mode`le ou` l’on ajouterait une sensibilite´ de la croissance
aux contraintes pour reme´dier a` ce proble`me ne serait pas inenvisageable, mais ceci com-
pliquerait encore un mode`le qui comprend de´ja` de nombreux parame`tres. Une sensibilite´
aux contraintes pourrait aussi avoir pour effet de limiter la formation des contraintes
re´siduelles dont on suppose qu’elles provoquent la diffe´renciation. Nous donnerons une
description plus pre´cise de la croissance des tissus ve´ge´taux au chapitre suivant, et nous
verrons que, par nature, elle est sensible aux contraintes me´caniques.
16. On peut supposer que dans le cas contraire, on obtiendrait des ıˆlots analogues a` ceux de la
figure 2.19.
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-0.25
Figure 2.27 – Contraintes de tension dans le mode`le unidimensionnel. Le syste`me est
ici dans l’e´tat final de l’e´volution repre´sente´e sur la figure 2.10.
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Chapitre 3
Croissance et re´organisation des
re´seaux de nervures
Nous avons constate´ au chapitre pre´ce´dent les limites d’une description na¨ıve de la
croissance, envisage´e comme une proprie´te´ ≪ intrinse`que ≫, locale du tissu, dont le rythme
en un point est inde´pendant de son voisinage. Ceci nous a conduit a` nous inte´resser de
plus pre`s aux me´canismes qui re´gissent la croissance des plantes. Plus particulie`rement,
nous nous sommes propose´ d’e´tudier la formation de la structure locale des re´seaux
de nervures, qui obe´it a` un ≪ mode`le de force ≫ phe´nome´nologique, e´voque´ au para-
graphe 1.2.5, En effet, cette structure est le signe d’une re´organisation du re´seau au cours
du de´veloppement de la feuille. Les diffe´rents ordres de nervures se forment successive-
ment, et si la croissance e´tait uniforme, telle qu’elle est repre´sente´e sur le sche´ma de la
figure 1.9, la trajectoire des nervures serait inchange´e par le raccordement de nervures plus
re´centes, et l’on observerait comme dans les re´seaux de fractures un angle de 180˚ dans la
plupart des jonctions. Les angles que forment les nervures dans les jonctions pre´sentent
au contraire une distribution e´tale´e, qui te´moigne indirectement d’une de´formation du
re´seau au cours du de´veloppement de la feuille, et donc d’une croissance inhomoge`ne. Ceci
concerne les donne´es statistiques obtenues sur des feuilles matures par Bohn et al. [15],
mais aussi, plus qualitativement, la ge´ome´trie des nervures dans les feuilles en croissance,
et ce de`s le de´but de leur de´veloppement, comme on peut le constater dans diffe´rentes
e´tudes de la diffe´renciation des nervures [101, 125]. La mise au point re´cente de tech-
niques de visualisation non destructives permettant de suivre la formation des nervures
a` diffe´rents stades du de´veloppement d’une meˆme feuille donne une confirmation directe
de leur re´organisation (figure 3.1) 1.
Dans ce chapitre, nous donnerons un aperc¸u des me´canismes de la croissance des
plantes, avant de pre´senter un mode`le de prolife´ration cellulaire que nous avons de´veloppe´
pour e´tudier la croissance des re´seaux de nervures. Nos re´sultats sugge`rent que la structure
de ces re´seaux est re´gie par des forces de tension qui se de´veloppent dans les nervures
au cours de la croissance. D’une manie`re plus ge´ne´rale, le me´canisme propose´ donne un
exemple d’un roˆle possible des forces me´caniques dans l’organisation des tissus vivants,
qui s’apparente a` celui des tensions tissulaires observe´es dans l’e´piderme des plantes. Des
1. Soulignons que la re´organisation est ici a` entendre comme une de´formation du re´seau, qui n’affecte
pas sa topologie, a` la diffe´rence de ce que l’on observe dans le de´veloppement du syste`me vasculaire
animal.
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Figure 3.1 – La de´formation des nervures est directement visible sur ces images [100].
On peut observer sur la figure iii une nervure en cours de diffe´renciation, indique´e par la
fle`che situe´e dans le quart infe´rieur gauche. Sur la figure iv, cette nervure s’est raccorde´e
a` une nervure existante. Celle-ci, qui apparaissait a` peu pre`s droite sur la figure iii, forme
a` pre´sent un coude.
ide´es analogues ont e´galement e´te´ avance´es dans le contexte du de´veloppement animal
(voir par exemple [79]).
3.1 La croissance des plantes
On a de´ja` donne´ une pre´sentation ge´ne´rale de l’architecture et du de´veloppement
des plantes au chapitre 1, en soulignant les contraintes que leur impose la structure
des cellules ve´ge´tales, entoure´es de parois rigides formant un re´seau continu qui interdit
tout mouvement cellulaire (figure 3.2). Les parois cellulaires, qui contribuent de manie`re
pre´dominante au comportement me´canique des tissus ve´ge´taux, jouent e´galement un roˆle
central dans la croissance. Avant de de´crire la croissance des cellules ve´ge´tales, il convient
d’e´voquer le transport de l’eau dans les plantes. En effet, les plantes sont compose´es en
grande partie d’eau, et la croissance des plantes est indissociable de l’absorption d’eau.
L’e´tude du mouvement de l’eau dans les plantes est donc un pre´alable a` l’e´tude de leur
croissance 2.
3.1.1 Le mouvement de l’eau dans les plantes
La circulation de l’eau dans les plantes prend deux formes, un e´coulement muˆ par
des diffe´rences de pression dans les tissus vasculaires, et, dans le reste de la plante, une
diffusion entre les cellules, qui re´sulte de gradients du potentiel chimique de l’eau. Dans
l’e´tude du transport de l’eau dans les plantes, on conside`re les variations du potentiel
hydrique, de´fini comme le potentiel chimique de l’eau rapporte´ a` son volume molaire, et
2. ainsi que de leurs mouvements [35, 109].
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(a) (b)
paroi de la
cellule-me`re
lamelle
moyenne
espace
intercellulaire
noyau de la
cellule-fille
plan de division
(phragmoplaste)
vacuole
paroi de la
cellule-me`re
nouvelle paroi
mate´riau de´pose´ sur la paroi
de la cellule-me`re
Figure 3.2 – Croissance et division des cellules ve´ge´tales [67] (a) Stade tardif de la
division cellulaire (b) Cellules-filles apre`s croissance
qui a les dimensions d’une pression. Le potentiel hydrique, note´ Ψw, peut eˆtre de´compose´
en
Ψw = Ψs +Ψp +Ψg. (3.1)
Ψs de´signe le potentiel osmotique, relie´ a` la concentration molaire c en solute´s par
Ψs = −RTc. (3.2)
Ψp, parfois appele´ potentiel de pression, est la pression hydrostatique. La contribution
Ψg = ρgh (3.3)
de la gravite´ n’est importante que pour les plantes de grande taille (l’ordre de grandeur
des pressions de turgescence est de plusieurs atmosphe`res, ce qui correspond a` la pression
exerce´e par une colonne d’eau de plusieurs dizaines de me`tres). Une autre notation pour
l’e´quation 3.1, que nous utiliserons dans ce qui suit, est
Ψ = P − π. (3.4)
Le potentiel hydrique est ici exprime´ comme la diffe´rence entre la pression de turgescence
P et la pression osmotique π = RTc.
Si une partie de l’eau absorbe´e par la plante alimente sa croissance, l’essentiel en
est perdu par la transpiration, qui se produit principalement dans les feuilles. L’eau ab-
sorbe´e par les racines circule dans le xyle`me des tiges et des feuilles, diffuse a` travers le
me´sophylle jusqu’aux espaces intercellulaires ou` elle s’e´vapore, puis jusqu’aux stomates
pour quitter la feuille ; avant de rejoindre l’air ambiant, elle traverse une couche limite
dont l’e´paisseur de´pend des mouvements de l’air a` la surface de la feuille. On peut de´crire
ce cheminement comme une succession de re´sistances, qui de´terminent le flux d’eau par-
courant la plante [98]. Comme l’a de´montre´ Hales [45], ce flux est bien supe´rieur a` ce qui
serait ne´cessaire pour alimenter la seule croissance. De ce fait, la transpiration est souvent
pre´sente´e comme le pendant ine´vitable de l’assimilation du gaz carbonique destine´ a` la
photosynthe`se, et la structure des feuilles comme un compromis entre ces deux processus.
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3.1.2 Croissance des cellules ve´ge´tales
Les cellules ve´ge´tales sont constitue´es d’un protoplasme, dans lequel l’eau occupe une
part importante, entoure´ par une paroi rigide. La croissance d’une cellule ve´ge´tale s’ac-
compagne donc simultane´ment d’une absorption d’eau et d’une extension de ses parois.
Un mode`le simple de ces deux processus a e´te´ propose´ par Lockhart [70] et repris par
Ray et al. [91]. Le taux d’allongement de la cellule est d’une part lie´ au flux d’eau entrant
dans la cellule. Si V de´signe le volume de la cellule,
V˙
V
= L∆Ψ, (3.5)
ou` L mesure la perme´abilite´ de la paroi 3. D’autre part, l’allongement des parois est
suppose´ obe´ir a` une loi viscoe´lastique a` seuil
V˙
V
= m(P − Y ) (3.6)
ou` m est l’extensibilite´ de la paroi, et Y le seuil d’allongement irre´versible (la tension
dans la paroi et sa de´formation e´lastique sont suppose´es constantes, et ne contribuent
pas a` son taux d’allongement). En regroupant ces deux expressions, on obtient l’e´quation
V˙
V
=
mL
m+ L
(π − Y ), (3.7)
qui relie le taux de croissance a` la pression osmotique. Une approximation usuelle suppose
la perme´abilite´ L grande devant l’extensibilite´ m. C’est alors cette dernie`re qui est le
facteur limitant de la croissance, et
V˙
V
= m(π − Y ). (3.8)
Ceci revient a` supposer uniforme le potentiel hydrique, ce qui peut se justifier pour une
cellule isole´e ou un e´chantillon de petite taille. A l’e´chelle d’une plante entie`re en revanche,
il n’est ge´ne´ralement pas le´gitime de ne´gliger les gradients de potentiel qui accompagnent
la diffusion 4.
De nombreuses e´tudes expe´rimentales ont e´te´ consacre´es a` la croissance des cellules
ve´ge´tales. Si l’interpre´tation de ces expe´riences est parfois controverse´e, et complique´e
par la superposition de la de´formation e´lastique et de la de´formation irre´versible des
parois [89], elles confirment d’une manie`re ge´ne´rale, au moins de fac¸on qualitative, les
conclusions du mode`le de Lockhart.
3.1.3 Division des cellules ve´ge´tales
Aux coˆte´s de la croissance, un de´terminant essentiel de la structure des tissus ve´ge´taux
est la division cellulaire. A la diffe´rence des cellules animales qui se divisent par e´tranglement,
3. L de´pend aussi des dimensions de la cellule et n’a pas la dimension d’une perme´abilite´. On a
repris ici la pre´sentation usuelle de ces e´quations [114, 103]. Lockhart [70] en donne une formulation plus
explicite.
4. Pour une discussion de´taille´e de l’hydraulique de la croissance, voir Boyer et Silk [18].
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les cellules ve´ge´tales se divisent par la formation d’une nouvelle paroi qui partage en deux
la cellule-me`re (figure 3.2). Il a e´te´ observe´ depuis longtemps que cet emplacement de´pend
de la forme de la cellule, et diffe´rentes re`gles empiriques permettant de le pre´dire ont e´te´
propose´es [117, 110]. Suivant la re`gle propose´e par Hofmeister, le plan de division est
perpendiculaire a` l’axe de la cellule-me`re. Celui-ci, qui est entendu comme l’axe principal
de croissance, co¨ıncide ordinairement avec la direction de la longueur de la cellule. Selon
Sachs, la nouvelle paroi est perpendiculaire aux parois de la cellule-me`re. Enfin, Errera a
sugge´re´ que la nouvelle paroi se comportait comme un film de savon, tendant a` minimi-
ser sa surface tout en divisant la cellule en deux moitie´s e´gales (hypothe`se qui admet la
re`gle de Sachs comme conse´quence). Ces diffe´rentes re`gles connaissent comme il se doit
des exceptions, telles que les divisions qui donnent naissance aux cellules de garde qui
bordent les stomates, ou les divisions longitudinales des cellules vasculaires.
On peut voir dans certains des me´canismes de la division cellulaire une justification
de la re`gle d’Errera. En effet, lors de la prophase, le noyau se de´place vers le centre de
la cellule. Des trave´es cytoplasmiques, qui contiennent des microtubules et des filaments
d’actine, et dont les expe´riences montrent qu’elles sont sous tension, maintiennent la
continuite´ du cytoplasme entre le noyau et les parois. Un autre de´terminant du plan de
division est l’anneau pre´prophasique, forme´ par la migration des microtubules corticaux
vers le plan e´quatorial de la cellule, associe´s a` des filaments d’actine. Une autre structure
compose´e de microtubules et de filaments d’actine, le phragmoplaste, intervient dans la
construction de la nouvelle paroi, qui proce`de du centre vers les parois de la cellule-me`re.
3.1.4 Re´gulation de la croissance
Les cellules ve´ge´tales rendues solidaires par leurs parois ne peuvent migrer comme les
cellules animales, si bien que la forme des plantes est exclusivement de´termine´e par les
variations spatiales de leur croissance. Cette dernie`re re´sulte de l’allongement irre´versible
des parois cellulaires sous l’effet de la tension induite par la turgescence, de sorte que les
variations de la pression de turgescence et celles des proprie´te´s des parois sont susceptibles
de l’influencer. Les expe´riences sugge`rent que la re´ponse des parois est de´terminante dans
la re´gulation de la croissance. Remarquons que la pression de turgescence, qui est le
moteur de la croissance, est isotrope et ne peut par elle-meˆme induire une croissance
directionnelle.
Diffe´rents me´canismes participant au controˆle de la croissance ont e´te´ identifie´s.
Comme dans de nombreux aspects du de´veloppement ve´ge´tal, l’auxine joue ici un roˆle
essentiel, et favorise la croissance, en accroissant de fac¸on indirecte l’extensibilite´ des pa-
rois. Une famille de prote´ines, les expansines, agit de fac¸on plus directe sur l’extension des
parois [21]. Aux coˆte´s de ces facteurs biochimiques, la croissance de´pend de l’orientation
des fibrilles de cellulose dans les parois, elle meˆme lie´e a` l’orientation des microtubules cor-
ticaux. Par l’e´tablissement d’une orientation dominante des fibrilles, les parois acquie`rent
des proprie´te´s me´caniques anisotropes qui entraˆınent une croissance directionnelle [9].
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3.1.5 Mode`les du de´veloppement ve´ge´tal
Les premiers mode`les du de´veloppement ve´ge´tal visaient a` donner une repre´sentation
de l’architecture ve´ge´tale 5. Les mode`les cellulaires sont d’introduction plus re´cente, et
portent parfois la trace de ces mode`les architecturaux. Suivant le phe´nome`ne e´tudie´,
ces mode`les sont de diffe´rentes natures. Dans la description de processus biochimiques,
tels que le transport d’auxine dans les mode`les de la phyllotaxie ou de la diffe´renciation
vasculaire, un ensemble de cellules fixe´es est souvent conside´re´ [24], ou la croissance des
cellules est traite´e de fac¸on simplifie´e [51, 111]. Un mode`le de la croissance qui incorpore
l’extension des cellules par la turgescence est de´crit par Prusinkiewicz et Lindenmayer [90].
Les cellules n’admettent toutefois qu’une de´formation e´lastique dans ce mode`le, et c’est
la prolife´ration cellulaire qui constitue le moteur de la croissance.
Dans le mode`le que nous avons de´veloppe´, nous avons voulu de´crire le me´canisme de
la croissance tel que nous l’avons pre´sente´ dans les paragraphes pre´ce´dents, en inte´grant
de´formation e´lastique et extension irre´versible par la turgescence. En cela, notre approche
s’apparente a` celle de Dupuy et al. [30].
3.2 Mode`le
Le tissu ve´ge´tal est repre´sente´ comme un ensemble de cellules polygonales (figure 3.3)
dont les coˆte´s repre´sentent les parois cellulaires. L’e´volution du tissu repose sur le me´ca-
nisme physique de la croissance pre´sente´ au paragraphe pre´ce´dent, c’est-a`-dire l’allonge-
ment irre´versible des parois, de´crites comme des tiges viscoe´lastiques, sous l’effet de la
tension induite par la turgescence. Pour l’e´tude de la re´organisation des re´seaux de ner-
vures, on distinguera deux types de cellules, indiffe´rencie´es et vasculaires. L’hypothe`se
centrale de notre mode`le est que la croissance inhomoge`ne re´sulte d’une diffe´rence de
comportement me´canique entre ces tissus.
Figure 3.3 – Un tissu bidimensionnel compose´ de cellules polygonales
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Figure 3.4 – Repre´sentation sche´matique d’une cellule
3.2.1 Mode´lisation des cellules
Par souci de simplicite´, et afin de limiter au minimum le nombre de parame`tres, on a
choisi de de´crire les parois, plutoˆt que par une loi viscoe´lastique a` seuil, par une loi line´aire,
le mode`le de Maxwell, que l’on peut sche´matiser par un ressort et un amortisseur en se´rie
(figure 3.4). La tension Ti dans la paroi i satisfait
Ti = µh
(
li
l0i
− 1
)
=
νih
l0i
dl0i
dt
, (3.9)
ou` l0i est la longueur au repos de la paroi, li sa longueur actuelle et h son e´paisseur.
La premie`re e´galite´ de l’e´quation 3.9 correspond a` la re´ponse e´lastique de la paroi, ca-
racte´rise´e par son module e´lastique µ, la seconde a` sa de´formation irre´versible, caracte´rise´e
par une viscosite´ νi. Dans ce mode`le line´aire, la de´formation e´lastique et le taux d’allon-
gement irre´versible sont proportionnels :
µ
(
li
l0i
− 1
)
=
νi
l0i
dl0i
dt
. (3.10)
Dans ce qui suit, on supposera que l’apport de mate´riau sur les parois au cours de la
croissance compense leur e´tirement, de telle sorte que leur e´paisseur h est constante
et uniforme. On suppose e´galement la pression de turgescence P uniforme, ainsi que
le module e´lastique µ, et une croissance inhomoge`ne sera associe´e a` des variations des
viscosite´s νi. Nous reviendrons ulte´rieurement sur ces hypothe`ses, pour montrer que nos
conclusions n’en de´pendent pas de fac¸on essentielle.
La croissance est beaucoup plus lente que la relaxation e´lastique, et le syste`me est a`
5. Pour une histoire de la mode´lisation des plantes, voir Varenne [120].
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chaque instant dans un e´tat d’e´quilibre me´canique 6, qui minimise l’e´nergie
E =
∑
i∈parois
µh
2
(
li
l0i
− 1
)2
−
∑
j∈cellules
PSj, (3.11)
ou` Sj est la surface de la cellule j. Pour l’e´tude nume´rique du mode`le, on minimise a`
chaque pas de temps l’e´nergie 3.11 en utilisant un algorithme de gradient conjugue´ [88, 3],
puis on met a` jour les longueurs au repos suivant l’e´quation 3.10.
3.2.2 Division des cellules
On suppose que les cellules se divisent quand leur surface de´passe un certain seuil.
Il semble que la taille des cellules lorsqu’elles se divisent soit en re´alite´ variable dans les
plantes [66], mais faute d’un crite`re plus pre´cis, on utilise cette hypothe`se usuelle dans
la mode´lisation de la croissance des cellules ve´ge´tales [30, 51, 111]. La division se fait
par l’ajout d’une nouvelle paroi initialement libre de toute tension. Pour de´terminer son
emplacement, nous avons utilise´ deux re`gles de division diffe´rentes. La premie`re s’appa-
rente a` la re`gle de Hofmeister. Le plan de division passe par le centre ge´ome´trique C de
la cellule, qui satisfait ∫ −−→
CMdS = 0, (3.12)
ou` l’inte´grale porte sur la surface de la cellule. Son orientation est de´termine´e d’apre`s le
tenseur d’inertie de la cellule, dont les composantes sont donne´es par [64]
Iik =
∫
(x2l δik − xixk)dS. (3.13)
Comme l’illustre la figure 3.5a, le tenseur d’inertie donne une mesure de l’allongement
de la cellule dans les diffe´rentes directions. On de´finit l’axe de la cellule, auquel le plan
de division est perpendiculaire, comme la direction principale du tenseur d’inertie corres-
pondant au moment le plus faible 7.
La seconde re`gle de division est plus proche de la re`gle d’Errera, puisqu’on choisit la
position qui maximise la fonction
S1S2
l
, (3.14)
ou` S1 et S2 sont les surfaces des deux cellules-filles et l la longueur de la nouvelle paroi
(figure 3.5b) 8. Cette fonction, qui exprime un compromis entre une tendance a` minimiser
la longueur de la paroi et a` partager la cellule en des aires e´gales, est peut-eˆtre plus re´aliste
qu’une contrainte d’aires rigoureusement e´gales. Pour poursuivre l’analogie avec les films
6. A proprement parler, il s’agit plutoˆt d’une relaxation et d’un e´quilibre poroe´lastiques. En effet,
en supposant uniforme la pression de turgescence, on admet implicitement que la diffusion de l’eau n’est
pas un facteur limitant de la croissance. Les temps poroe´lastiques typiques dans les plantes, de l’ordre
de quelques secondes ou minutes [109], demeurent effectivement petits devant les temps caracte´ristiques
de la croissance, qui se mesurent en heures.
7. Pour la mise en oeuvre nume´rique des re`gles de division, on transforme les inte´grales de surface
ci-dessus en inte´grales de contour. Ces inte´grales s’e´valuent sans difficulte´ pour un contour polygonal.
8. Notons toutefois que les parois sont ici droites, tandis qu’une paroi satisfaisant la re`gle d’Errera,
perpendiculaire aux parois de la cellule-me`re a` ses deux extre´mite´s, est en ge´ne´ral courbe.
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de savon, on pourrait conside´rer une ≪ e´nergie ≫ de la forme γl+f(S1)+f(S2). Mais s’il
paraˆıt naturel de de´crire comme une tension superficielle γ le comportement des structures
qui pre´figurent la nouvelle paroi, l’origine des ≪ pressions ≫ qui correspondraient aux
de´rive´es de f (ou au multiplicateur de Lagrange dans une minimisation sous contrainte)
est moins claire. La fonction 3.14, purement ge´ome´trique, n’introduit aucune longueur
caracte´ristique.
S1
S2
l
(a) (b)
Figure 3.5 – Re`gles de division cellulaire (a) La nouvelle paroi (en pointille´s) passe par
le centre de la cellule, perpendiculairement a` son axe, de´fini comme l’axe principal de son
tenseur d’inertie (figure´ par l’ellipse) correspondant au plus petit moment d’inertie (b)
La nouvelle paroi maximise la fonction de´finie par l’e´quation 3.14, qui favorise une paroi
courte de´limitant deux cellules-filles d’aires a` peu pre`s e´gales. Les re´sultats obtenus avec
les deux re`gles sont proches.
Ces deux re`gles sont qualitativement e´quivalentes ; dans une cellule de forme re´gulie`re,
une paroi perpendiculaire a` l’axe de la cellule est ge´ne´ralement proche d’eˆtre aussi la plus
courte, et une paroi qui divise la cellule en deux moitie´s a` peu pre`s e´gales passe pre`s de
son centre. Nous verrons toutefois que les diffe´rences qui subsistent ne sont pas sans effet
sur la structure du tissu.
3.2.3 Croissance d’un tissu uniforme
Les re`gles de croissance et de division que nous avons pre´sente´es jusqu’ici permettent
de de´crire la croissance d’un tissu uniforme. La figure 3.6 pre´sente les premie`res e´tapes
d’une simulation. L’e´tat initial (a) comprend six cellules (ceci permet que toutes les
jonctions entre parois soient trivalentes, ce qui ne serait pas le cas avec une cellule unique).
Les valeurs nume´riques des parame`tres sont les suivantes. On fixe arbitrairement µ = 1
et la surface maximale des cellules a` 1, de sorte que les dimensions typiques des cellules
sont e´galement de l’ordre de l’unite´. Avec ce choix, la de´formation e´lastique est du meˆme
ordre de grandeur que la pression de turgescence, et l’on pose P = 0, 02, ce qui re´sulte en
une de´formation de l’ordre de quelques pour cent (une valeur typique dans les plantes).
Enfin, on pose ν = 1/P , ce qui conduit d’apre`s l’e´quation 3.10 a` un taux de croissance
de l’ordre de un.
65
La croissance, inhomoge`ne a` l’e´chelle cellulaire du fait du caracte`re de´sordonne´ du
re´seau de parois, est relativement homoge`ne a` plus grande e´chelle, comme l’atteste la
forme circulaire du tissu. On peut s’attendre a` ce que le taux de croissance, s’il fluctue,
soit constant en moyenne, ce que confirme l’e´volution a` peu pre`s exponentielle de la
surface totale (figure 3.7). On ve´rifie que le taux de croissance line´aire est voisin de un.
(a) t = 0 (b) t = 1 (c) t = 2
Figure 3.6 – Croissance d’un tissu uniforme
e1,825t
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Figure 3.7 – Evolution de la surface du tissu. On peut supposer que l’e´cart initial a`
une croissance exponentielle est lie´ a` la taille finie du syste`me.
La figure 3.6 pre´sente la croissance d’un tissu avec des bords libres. Pour e´tudier
la structure locale du tissu (ou du re´seau vasculaire), on a le plus souvent utilise´ des
conditions aux bords pe´riodiques (figure 3.8). On remplace alors la diffe´rence de pression
fixe´e entre le tissu et l’exte´rieur par un taux de croissance constant, e´gal a` un. Au vu des
re´sultats obtenus avec des bords libres, on peut estimer que la diffe´rence est insensible
pour un syste`me suffisamment grand. La contribution de l’e´nergie potentielle de pression,
inde´pendante de la configuration du syste`me, peut eˆtre omise dans la minimisation de
l’e´nergie 3.11. L’e´tat initial comprend ici quatre cellules (figure 3.8a).
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(a) t = 0, L = 1, 5 (b) t = 1, L ≃ 4, 1 (c) t = 2, L ≃ 11, 1
Figure 3.8 – Croissance avec des conditions aux bords pe´riodiques. La taille L du
syste`me croˆıt exponentiellement.
Si l’on laisse se poursuivre la simulation, on observe dans certaines cellules des divi-
sions successives suivant des plans plus ou moins perpendiculaires, qui aboutissent par
endroits a` un tissu a` l’aspect ordonne´, compose´ de cellules a` peu pre`s rectangulaires
(figure 3.9). Quel que soit le crite`re de division utilise´, il est clair que son application
re´pe´te´e a` une cellule rectangulaire produit un cycle de divisions alterne´es dans une di-
rection puis dans l’autre, comme le montre la figure 3.10a. De telles divisions dans des
directions successives perpendiculaires sont d’ailleurs visibles dans les tissus ve´ge´taux, et
il n’est pas rare que les plans de divisions de deux cellules-filles issues de la meˆme cellule-
me`re soient a` peu pre`s aligne´s. Un cycle de divisions bien reproductible, sche´matise´ par
la figure 3.10b, est observe´ dans l’apex de certaines fouge`res. On observe par ailleurs
une structure re´gulie`re dans les organes pre´sentant une croissance anisotrope, comme les
racines, ou` les cellules sont dispose´es en files longitudinales et se divisent principalement
dans la direction transversale.
(a) (b)
Figure 3.9 – Structures obtenues avec les deux re`gles de divisions illustre´es par la
figure 3.5. Avec la seconde (b), le tissu est presque entie`rement compose´ de domaines
ordonne´s.
Cette re´gularite´ des divisions est donc plus qu’un artefact de nos simulations, et ce
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(a) (b)
Figure 3.10 – Cycles de divisions stables (a) Division cyclique d’une cellule rectangulaire
dans deux directions perpendiculaires (b) Chez certaines fouge`res, un cycle de divisions
maintient la forme particulie`re de cellules apicales pyramidales (triangulaires dans une
vue perpendiculaire a` l’e´piderme) [115]
n’est peut-eˆtre que du fait du caracte`re stochastique de l’e´volution des tissus vivants
qu’elle ne s’y manifeste que dans des cas particuliers. Toutefois, elle aboutit comme le
montre la figure 3.9, surtout dans le cas de la seconde re`gle de division, a` un aspect tre`s
ordonne´ qui n’est pas observe´ (du moins, a` notre connaissance, chez les dicotyle´dones)
dans les tissus internes des feuilles (voir par exemple la figure 1.9). On a donc pre´fe´re´
utiliser ici la premie`re re`gle de division. A l’inverse, dans l’e´tude de la ge´ome´trie des
cellules que nous rapportons au chapitre 5, nous avons utilise´ la seconde, qui nous semble
plus proche des me´canismes de la division des cellules ve´ge´tales.
3.2.4 Tissus indiffe´rencie´s et vasculaires
Suivant l’ide´e d’un controˆle de la croissance par une re´ponse variable a` une force rela-
tivement uniforme (la turgescence), la croissance inhomoge`ne constate´e dans les feuilles
implique une re´ponse me´canique inhomoge`ne. Une hypothe`se naturelle est que les cel-
lules indiffe´rencie´es et vasculaires pre´sentent des proprie´te´s me´caniques diffe´rentes. Cette
hypothe`se est conforte´e par leur apparence tre`s diffe´rente : tandis que les cellules in-
diffe´rencie´es ont une forme relativement uniforme, peu allonge´e, l’un des premiers signes
de la diffe´renciation des cellules vasculaires est leur allongement, qui te´moigne d’une crois-
sance anisotrope (figure 1.10). Pour notre e´tude de la croissance des re´seaux de nervures,
on distingue dans le mode`le deux cate´gories de cellules, indiffe´rencie´es et vasculaires. On
suppose que les cellules indiffe´rencie´es pre´sentent une viscosite´ uniforme et isotrope, tan-
dis que celle des parois des cellules vasculaires est plus e´leve´e et de´pend de leur orientation
(figure 3.12) 9. Le caracte`re ≪ vasculaire ≫ ou ≪ indiffe´rencie´ ≫ est he´rite´ au cours des
divisions cellulaires.
Afin de de´crire le comportement des cellules vasculaires, il faut pre´ciser une orienta-
tion locale des tissus vasculaires. Dans les plantes, les cellules vasculaires sont allonge´es
dans la direction de la nervure a` laquelle elles appartiennent 10, et dans le mode`le, le
comportement des parois des cellules vasculaires de´pend de leur orientation relative a`
9. Pour revenir sur le choix de la re`gle de division utilise´e ici, l’ordre qui re´sulte de l’application de
la re`gle que nous avons rejete´e (figure 3.9b) briserait l’isotropie des tissus indiffe´rencie´s.
10. Ceci vaut pour les tissus vasculaires forme´s au cours du de´veloppement. Dans la formation de
tissus vasculaires apre`s une blessure, les cellules qui se diffe´rencient conservent leur orientation d’origine,
qui peut ne pas co¨ıncider avec celle du chemin emprunte´ par le tissu vasculaire [97].
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une ≪ orientation locale ≫ du domaine occupe´ par le tissu vasculaire, caracte´rise´e par un
tenseur d’ordre deux. Comme le montre la figure 3.11, ce tenseur est anisotrope quand
l’orientation peut eˆtre de´finie sans ambigu¨ıte´, loin des jonctions entre nervures, et devient
plus isotrope au voisinage des jonctions. La viscosite´ des parois des cellules vasculaires
est de´finie en fonction de leur orientation et de l’orientation locale du tissu, de manie`re a`
donner aux cellules le comportement sche´matise´ par la figure 3.12. En dehors des jonc-
tions, les cellules vasculaires ont une viscosite´ qui varie entre 2ν0, ou` ν0 est la viscosite´
des cellules indiffe´rencie´es, dans la direction transversale a` la nervure et λν0, ou` λ > 2,
dans la direction longitudinale. Dans les jonctions enfin, toutes les parois ont une visco-
site´ e´leve´e 11. Le choix de la valeur 2ν0 dans la direction transversale entraˆınerait pour
un tissu isole´ une croissance deux fois moins rapide. Une telle vitesse de croissance dans
la direction transversale est cohe´rente avec la distribution des diame`tres des nervures
dans les feuilles (voir paragraphe 1.2.2). En ce qui concerne le valeur de λ, les re´sultats
pre´sente´s ici ont e´te´ obtenus avec λ = 5. En dec¸a` de cette valeur, l’effet des diffe´rences
de comportement me´canique se manifeste de manie`re moins nette. Au dela`, les re´sultats
ne changent pas significativement.
Figure 3.11 – Tenseur d’orientation. Sur cette image et les suivantes, les cellules vas-
culaires sont repre´sente´es en gris.
3.2.5 Division des are´oles
On s’inte´resse ici principalement a` la re´organisation des nervures qui accompagne leur
croissance, plutoˆt qu’a` leur diffe´renciation comme au chapitre 2, et l’on de´crit la formation
de nouvelles nervures au cours de la croissance par des re`gles ge´ome´triques, de´finies
de manie`re heuristique. Ces re`gles, dont nous verrons plus loin que les de´tails ont peu
d’importance, sont les suivantes. On suppose que lorsque la surface d’une are´ole de´passe
un certain seuil, celle-ci est divise´e en plusieurs are´oles par la formation de nouvelles
nervures reliant son centre C a` sa pe´riphe´rie.
Les nouvelles nervures sont ajoute´es une a` une, en proce´dant de la manie`re suivante
(figure 3.13). On de´finit pour toute paroi cellulaire p situe´e sur le pourtour de l’are´ole
11. La construction du tenseur d’orientation et le comportement des parois en fonction de l’orientation
sont de´crits de manie`re de´taille´e a` l’annexe A.4.
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Figure 3.12 – (a) Cellule indiffe´rencie´e (b) Cellule vasculaire (la direction de la nervure
est horizontale)
une fonction que l’on cherchera a` maximiser,
f(p) =
rl(p)
d(C, p)
Πig(d(pi, p)). (3.15)
Dans cette formule, r est le ≪ rayon ≫ de l’are´ole (de´fini par πr2 = S, ou` S est la surface de
l’are´ole), l(p) la longueur du coˆte´ p et d(C, p) la distance qui le se´pare du centre. Le terme
l(p) est introduit pour pe´naliser les parois courtes, afin d’e´viter que la nervure ne forme
un e´tranglement a` son extre´mite´. Les pi sont les extre´mite´s des nervures de´ja` ajoute´es,
et le terme g(d(pi, p)), ou` d(pi, p) de´signe la distance entre pi et p, exclut les points trop
proches de pi (g(0) = 0 et g tend vers un quand la distance augmente ; plus pre´cise´ment,
on a utilise´ g(d) = tanh d/r). On de´termine le maximum de f , et si ce maximum de´passe
un certain seuil (3/4), on rajoute une nervure reliant le point correspondant au centre.
On re´pe`te cette proce´dure jusqu’a` ce que le maximum soit infe´rieur au seuil.
d(p1, p)
p1C
p
p2
Figure 3.13 – Proce´dure de division des are´oles
Pour chaque nouvelle nervure, on fait passer un ensemble de cellules formant un
chemin continu entre le centre de l’are´ole et l’autre extre´mite´ de l’e´tat ≪ indiffe´rencie´ ≫ a`
l’e´tat ≪ vasculaire ≫. On taˆche de former le chemin le plus court possible, tout en e´vitant
de passer d’une cellule a` une autre si leur paroi commune est courte, ce qui formerait
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un e´tranglement dans la nervure (figure 3.14). A chaque pas, partant d’une cellule ci, le
crite`re utilise´ pour de´terminer la direction du prochain pas est le suivant : on calcule pour
chacune des cellules voisines cj le gain de distance d(ci, p)−d(cj , p), ou` p est le point vers
lequel on se dirige, que l’on multiplie par la longueur l(pij) de la paroi commune des deux
cellules, afin de pe´naliser la traverse´e de parois courtes. La cellule suivante est celle qui
maximise ce produit.
ci cj
cj′
(a) (b) (c)
Figure 3.14 – (a) Le chemin le plus court entre les deux cellules a` relier pre´sente un
e´tranglement (b) Le chemin construit suivant la proce´dure de´crite dans le texte (c) Un
pas de la construction de ce chemin. Parmi les voisines de ci, la cellule cj′ est la plus
proche de la cellule vers laquelle on se dirige, mais la paroi pij′ est tre`s courte, et le
chemin passe par la cellule cj.
Comme le montre la figure 3.15, le nombre de nervures de´pend de la forme de l’are´ole.
Avec les parame`tres choisis, on obtient deux segments (formant une unique nervure qui
partage l’are´ole en deux) ou trois. Typiquement, une are´ole de forme allonge´e est divise´e
en deux, et une are´ole a` peu pre`s ronde en trois.
(a) (b)
Figure 3.15 – Deux exemples de division des are´oles (a) Une are´ole allonge´e (b) Une
are´ole plutoˆt ronde. Les nouvelles nervures sont repre´sente´es en gris fonce´.
Les re`gles que nous venons de de´crire peuvent eˆtre vues comme une expression sim-
plifie´e de l’hypothe`se de canalisation de l’auxine, telle qu’elle est pre´sente´e notamment
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par Dimitrov et Zucker [26]. La fonction f peut en effet eˆtre interpre´te´e comme une
estimation du flux d’auxine circulant entre un maximum de concentration au centre de
l’are´ole et sa pe´riphe´rie, g traduisant une compe´tition entre les nervures pour ce flux. Ce-
pendant, ces re`gles ge´ome´triques sont e´galement compatibles avec d’autres me´canismes
de diffe´renciation envisageables, et notamment des me´canismes faisant intervenir les
contraintes me´caniques, tel que celui de´crit au chapitre pre´ce´dent.
3.2.6 Reformulation au moyen d’une mesure de distance
A posteriori, il nous est apparu que des re`gles e´quivalentes pouvaient eˆtre formule´es
de manie`re plus e´le´gante en termes d’une mesure de distance entre cellules de´finie de la
fac¸on suivante. Si l’on associe a` chaque paroi entre deux cellules adjacentes une re´sistance
inversement proportionnelle a` la longueur de cette paroi (correspondant a` une conduc-
tance proportionnelle a` cette longueur), on peut de´finir la re´sistance d’un chemin entre
deux cellules comme la somme des re´sistances des parois franchies le long du chemin, et
un ≪ chemin le plus court ≫ entre deux cellules comme le chemin de moindre re´sistance.
Par construction, il est clair que l’application qui associe a` deux cellules la re´sistance de
ce chemin est une mesure de distance. Chaque nouvelle nervure peut eˆtre de´finie comme
le chemin le plus court entre le centre et la pe´riphe´rie de l’are´ole, que l’on peut construire
en calculant de proche en proche les distances au centre. A l’e´vidence, cette formulation
nous rapproche beaucoup de l’hypothe`se de canalisation.
3.3 Evolution du re´seau
Pour les simulations que nous avons re´alise´es, nous avons utilise´ des conditions au
bords pe´riodiques. En effet, c’est ici la structure locale du re´seau vasculaire qui nous
inte´resse. La disposition des nervures principales est lie´e a` la forme de la feuille, et re´gie
par des me´canismes spe´cifiques [101]. Partant de la meˆme condition initiale que pour un
tissu uniforme (un petit nombre de cellules), on laisse croˆıtre le tissu jusqu’a` ce qu’il
atteigne une certaine taille, puis on place les deux premie`res nervures a` des endroits
de´termine´s, formant ainsi une premie`re are´ole (figure 3.17b) 12. On peut ensuite utiliser
les re`gles de division des are´oles de´crites au paragraphe 3.2.5 pour ajouter de nouvelles
nervures au cours de la croissance. On laisse la croissance se poursuivre jusqu’a` ce que
le syste`me atteigne une certaine taille, puis la croissance seule se poursuit pendant une
certain temps sans ajout de nouvelles nervures (de meˆme que dans le de´veloppement des
feuilles).
Afin d’e´valuer l’effet des diffe´rences de comportement me´canique entre cellules in-
diffe´rencie´es et vasculaires sur l’e´tat me´canique du tissu, on calcule la contrainte moyenne
dans chaque cellule en fonction des tensions dans ses parois. Comme le montre la fi-
gure 3.16, les contraintes sont relativement isotropes dans les cellules indiffe´rencie´es,
tandis que des tensions longitudinales importantes apparaissent dans les nervures. On
peut aise´ment comprendre ce re´sultat. En effet, les nervures, solidaires du reste du tissu,
12. Afin qu’elles s’inte`grent dans l’organisation hie´rarchique des nervures qui se forment par la suite,
les deux premie`res nervures sont ajoute´es l’une apre`s l’autre, comme si elles provenaient des divisions
successives d’une are´ole dont le syste`me repre´senterait une partie.
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croissent a` la meˆme vitesse que lui dans le sens de leur longueur. Leur plus grande viscosite´
se traduit donc par des contraintes longitudinales accrues. Dans la direction transversale,
au contraire, les contraintes dans les nervures sont du meˆme ordre que dans les cellules
indiffe´rencie´es du fait de la continuite´ des contraintes a` la frontie`re de la nervure. Dans
cette direction, la plus forte viscosite´ des cellules vasculaires entraˆıne une croissance plus
lente (leur largeur relative diminue au cours du temps).
Figure 3.16 – Repre´sentation de la contrainte moyenne dans chaque cellule. Des
contraintes de tension se de´veloppent progressivement dans les nervures au cours de leur
croissance. Elles sont clairement visibles dans la nervure horizontale, plus ancienne.
Les contraintes de tension qui se de´veloppent dans les nervures se manifestent par
diffe´rents effets sur leur e´volution (figure 3.17). D’une part, elles tendent a` rendre plus
re´gulie`res les frontie`res des nervures, et plus droits les segments de nervures reliant deux
jonctions. D’autre part, les forces exerce´es sur les jonctions entraˆınent leur de´placement
progressif et une de´formation du re´seau 13. Au terme de la simulation, l’aspect du re´seau,
notamment les coudes que forment les nervures aux jonctions, est qualitativement si-
milaire a` la structure locale du re´seau vasculaire dans une feuille, dont la figure 3.18
donne un exemple. Afin de pre´ciser cette comparaison, nous avons entrepris une e´tude
statistique des proprie´te´s ge´ome´triques des re´seaux obtenus.
3.4 Analyse statistique
La simulation a e´te´ reproduite a` plusieurs reprises avec des conditions initiales per-
turbe´es ale´atoirement. Les re´seaux obtenus ont e´te´ analyse´s suivant la proce´dure de´crite
13. Nous avons indique´ sans plus de pre´cisions que la viscosite´ des parois e´tait uniforme´ment e´leve´e
dans les jonctions. Si on lui donne une valeur e´gale a` la viscosite´ longitudinale λνg, la croissance des
jonctions est plus rapide que la croissance en largeur des nervures. On a donc choisi une valeur plus
e´leve´e, 2λg.
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(a) t = 0, L = 1, 5 (b) t = 1, 68, L ≃ 8, 0
(c) t = 2, 8, L ≃ 24, 7 (d) t = 4, 32, L ≃ 113
Figure 3.17 – Evolution du re´seau. (d) Les cellules individuelles ne sont pas repre´sente´es.
Figure 3.18 – De´tail d’une feuille de Pittosporum
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a` l’annexe A.3 afin de mesurer les largeurs et les orientations de leurs branches. La
structure hie´rarchique des re´seaux se manifeste par une distribution e´tale´e des largeurs
(figure 3.19) 14. Pour la caracte´risation de leur structure locale, on a repris la de´marche
de Bohn et al. [15]. A chaque jonction, on classe les branches suivant leur largeur (dans
l’ordre de´croissant, wL, wI et wS) et on mesure les angles qu’elles forment entre elles
(figure 3.20).
w
N(w)
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104
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Figure 3.19 – Distribution des largeurs
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Figure 3.20 – Diagramme d’une jonction
Pour chaque nervure, le rapport wS/wL permet de savoir si l’on a affaire a` une jonc-
tion entre une petite nervure qui se raccorde a` une nervure plus importante ou a` une
jonction entre trois nervures de taille comparable. En trac¸ant le rapport wI/wL en fonc-
tion du rapport wS/wL (figure 3.21), on ve´rifie que, comme dans les feuilles, wI et wL
sont toujours proches, ce qui est manifeste a` l’examen des re´seaux et naturel au regard de
leur construction. Les distributions des angles αLI , αLS et αIS (de´finis sur la figure 3.20),
14. De par sa construction, on peut s’attendre a` ce que le mode`le pre´sente un comportement auto-
similaire. La profondeur de la hie´rarchie obtenue dans les simulations est toutefois insuffisante pour le
ve´rifier.
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elles aussi, sont proches des observations. Leur aspect e´tale´ te´moigne de la de´formation
du re´seau.
wS/wL
wI/wL
10.80.60.40.20
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
Figure 3.21 – Valeur moyenne du rapport wI/wL en fonction du rapport wS/wL. Les
cercles repre´sentent les observations de Bohn et al. [15], les croix nos simulations.
αIS
αLS
αLI
α
18012060
(a) (b)
Figure 3.22 – Distributions des angles entre nervures (a) Observations (figure extraite
de la re´fe´rence [15]) (b) Simulations
La proprie´te´ des re´seaux de nervures qui a conduit a` l’expression du ≪ mode`le de
force≫ est l’existence d’une corre´lation entre angles et largeurs des nervures (figure 3.23a).
La variation de αLI en fonction de wS/wI peut eˆtre conside´re´e comme la signature du
mode`le de force, une valeur faible de ce rapport correspondant a` une nervure qui se
raccorde a` une nervure plus importante, qui reste a` peu pre`s droite (αLI est proche de
180˚ ), tandis qu’une valeur proche de 1 correspond a` une jonction entre trois nervures
de tailles voisines, qui forment des angles voisins de 120˚ . Un re´sultat remarquable est
que l’angle αLS entre la plus petite nervure et la plus importante reste voisin de 120˚ ,
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Figure 3.23 – Valeurs moyennes des angles entre nervures en fonction du rapport wS/wL
(a) Observations sur des feuilles de diffe´rentes espe`ces (donne´es de Bohn et al. [15]) (b)
Simulations (croix) et pre´dictions du mode`le de force dans l’hypothe`se αLS = 120˚ .
inde´pendamment des tailles relatives des nervures. Il persiste ainsi une forte asyme´trie
entre αLS et αIS quand le rapport wS/wL diminue, tandis que wI et wL se rapprochent.
Dans ce qui suit, on utilisera comme re´fe´rence pour l’examen des corre´lations entre
angles et largeurs deux expressions analytiques du mode`le de force. Dans la premie`re, on
suppose wI = wL, auquel cas l’e´quilibre des forces se traduit par
cosαLS = cosαIS = − wS
2wL
. (3.16)
Dans la seconde, on suppose αLS = 120˚ . On a alors
wI
wL
=
√
1− wS
wL
+
(
wS
wL
)2
(3.17)
et
cosαLI =
wS
wL
− 2
2
√
1− wS
wL
+
(
wS
wL
)2 . (3.18)
Les deux expressions de αLI obtenues sont tre`s voisines l’une de l’autre (a` quelques degre´s
pre`s) ainsi que de la droite αLI = 180˚ − 120wS/wL.
En comparant les re´sultats de nos simulations a` ces courbes et aux donne´es expe´rimen-
tales, on constate qu’elles satisfont le mode`le force, surtout si l’on conside`re les variations
de αLI , qui sont les plus significatives
15.
15. Les deux variantes analytiques du mode`le de force donnent des expressions tre`s diffe´rentes pour
les autres angles. Leurs valeurs moyennes dans les simulations sont sensibles au crite`re que l’on utilise
pour exclure les jonctions trop proches (voir l’annexe A.3).
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3.5 Discussion
Nos re´sultats sugge`rent que ce sont des forces de tension de´veloppe´es pendant la crois-
sance qui de´terminent la structure locale des re´seaux de nervures. Les ≪ forces virtuelles ≫
introduites dans le mode`le de force correspondraient donc a` des forces me´caniques, dont
la ge´ome´trie des jonctions refle´terait l’e´quilibre. L’hypothe`se d’une diffe´rence de compor-
tement me´canique entre cellules indiffe´rencie´es et cellules vasculaires, et les tensions qui
en re´sultent au cours de la croissance, permettent de rendre compte de diffe´rents aspects
de la forme des tissus vasculaires. D’une part, ces tensions contribuent a` rendre plus
droites les nervures, ainsi que leurs bords. L’absence d’une diffe´rence de comportement
entre les deux tissus conduit a` un tissu vasculaire tre`s irre´gulier (figure 3.24). La frontie`re
entre les deux tissus pre´sente un aspect qui e´voque celle qui se´pare deux clones dans une
mosa¨ıque ge´ne´tique.
Figure 3.24 – Tissu vasculaire irre´gulier obtenu avec des proprie´te´s me´caniques uni-
formes
D’autre part, on a constate´ que la ge´ome´trie des jonctions dans les re´seaux issus
des simulations ve´rifiait le ≪ mode`le de force ≫. Dans la mesure ou` les nervures sont
introduites suivant des re`gles ge´ome´triques qui ne peuvent traduire qu’approximativement
les me´canismes de diffe´renciation des nervures, il convient de justifier que l’on attribue a`
la seule re´organisation la structure obtenue.
3.5.1 Mode`le simplifie´
Afin de montrer qu’il est le´gitime de traiter se´pare´ment diffe´renciation et re´organisation
dans une analyse de la ge´ome´trie des re´seaux de nervures, nous avons e´tudie´ le roˆle res-
pectif de ces deux facteurs en nous appuyant sur un mode`le simplifie´ ou` le re´seau vas-
culaire est repre´sente´ par un ensemble de segments de´limitant des are´oles polygonales
(figure 3.25). Les nervures sont ajoute´es au cours du de´veloppement suivant les meˆme
re`gles ge´ome´triques que celles utilise´es dans le mode`le cellulaire, et croissent en largeur
a` un rythme infe´rieur de moitie´ au taux de croissance du syste`me (correspondant a` sa
valeur the´orique dans le mode`le cellulaire).
Dans une premie`re variante, la croissance du re´seau est uniforme, si bien que son
de´veloppement se re´duit a` une division successive de l’espace (comme sur le sche´ma de
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la figure 1.9). Comme le montre la figure 3.25a, la structure obtenue n’est pas re´aliste,
puisque toutes les jonctions comportent un angle de 180˚ , exception faite des jonctions
entre trois nervures de meˆme taille, issues de la division d’une are´ole. Ces jonctions,
qui correspondent a` des valeurs de wS/wL = 1 et a` des angles tous e´gaux en moyenne,
et donc e´gaux a` 120˚ , contribuent a` une certaine corre´lation entre angles et diame`tres
(figure 3.27a). Malgre´ tout, la distribution des angles est largement concentre´e autour de
90 et 180˚ (figure 3.26a). Ceci confirme l’importance de la re´organisation dans la structure
du re´seau.
Dans une seconde version, chaque segment (chaque nervure) se comporte comme une
tige viscoe´lastique. On reprend ici les e´quations du mode`le cellulaire, en substituant a`
l’e´paisseur h des parois cellulaires la largeur wi des nervures. L’e´quation 3.10 reliant
de´formation e´lastique et allongement irre´versible est inchange´e puisque h n’y figurait
pas :
µ
(
li
l0i
− 1
)
=
νi
l0i
dl0i
dt
. (3.19)
L’e´nergie me´canique 3.11 prend la forme
E =
∑
i∈segments
µwi
2
(
li
l0i
− 1
)2
, (3.20)
ou` l’on a omis l’e´nergie potentielle de pression car on conside`re des conditions aux bords
pe´riodiques. Ce mode`le, qui peut eˆtre envisage´ comme une limite du mode`le cellulaire
ou` l’on ne´glige la viscosite´ des tissus indiffe´rencie´s devant celle des tissus vasculaires,
produit des motifs similaires (figure 3.25b). Les distributions des angles sont analogues
(figure 3.26b), et les corre´lations entre largeurs et angles ve´rifient le mode`le force (fi-
gure 3.27b). On a compare´ ici les donne´es issues des simulations aux pre´dictions du mode`le
de force sous l’hypothe`se wI = wL, exactement ve´rifie´e dans le mode`le simplifie´
16. Notons
que les re´sultats obtenus avec le mode`le cellulaire (figure 3.23b) le situent a` mi-chemin
entre les deux variantes analytiques du mode`le de force (αLS = 120˚ et wI = wL), dont
la premie`re de´crit bien les observations. Ceci s’explique peut-eˆtre a` la lumie`re de la fi-
gure 3.21, qui montre que, relativement aux donne´es expe´rimentales, wI et wL sont plus
proches en moyenne dans le mode`le.
S’il repose sur les meˆmes ingre´dients que le mode`le cellulaire, le mode`le simplifie´
de´crit ci-dessus est bien plus e´conomique et nous a permis d’e´tudier diffe´rentes variantes,
repre´sente´es sur la figure 3.25. Nous avons notamment examine´ le roˆle des re`gles de
division des are´oles dans la structure du re´seau, reproduisant les meˆmes simulations en
utilisant pour diviser les are´oles les re`gles de division des cellules du mode`le cellulaire.
Une are´ole est alors toujours divise´e en deux, plutoˆt qu’en deux ou trois (figure 3.25c). Les
distributions des angles sont le´ge`rement modifie´es (figure 3.26c), ce que l’on peut attribuer
a` l’absence de jonctions entre trois nervures de meˆme taille. En revanche, les corre´lations
entre angles et diame`tres ne changent pas de manie`re significative (figure 3.27c). Ceci
confirme que c’est bien la re´organisation du re´seau au cours de la croissance, plus que les
me´canismes de formation des nervures, qui de´terminent la structure locale du re´seau, et
justifie que l’on espe`re en rendre compte par une description de leur croissance.
16. La distinction entre les deux nervures est donc arbitraire, et les grandeurs de´finies relativement a`
l’une ou l’autre co¨ıncident aux variations statistiques pre`s.
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(a) (b) (c)
Figure 3.25 – Diffe´rentes variantes du mode`le simplifie´ (a) Croissance uniforme (b)
Re´organisation (c) Autre re`gle de division
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Figure 3.26 – Distributions des angles dans le mode`le simplifie´ (a) Croissance uniforme
(b) Re´organisation (c) Autre re`gle de division
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Figure 3.27 – Corre´lations entres largeurs et angles dans le mode`le simplifie´ (a) Crois-
sance uniforme (b) Re´organisation (c) Autre re`gle de division Les courbes correspondent
aux pre´dictions du mode`le de force avec wI = wL.
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3.5.2 Pertinence du mode`le
Le mode`le que nous avons propose´ repose sur de nombreuses simplifications, qui
me´ritent une discussion. On a notamment suppose´ que les cellules vasculaires ne se dis-
tinguaient des cellules indiffe´rencie´es que par leur viscosite´ plus importante. Sur ce point,
on peut aise´ment se convaincre que toute autre diffe´rence allant dans le meˆme sens, par
exemple un module e´lastique plus e´leve´ ou des parois plus e´paisses, conduirait de meˆme
a` des tensions au cours de la croissance. Ce me´canisme pourrait ainsi contribuer a` l’or-
ganisation du re´seau vasculaire tout au long de son de´veloppement, alors que les tissus
qui le composent e´voluent et se spe´cialisent.
La forme allonge´e des cellules vasculaires, que nous avons invoque´e pour justifier le
mode`le, n’y est pas de´crite. Les tensions auxquelles elles sont soumises leur donnent une
croissance anisotrope, mais la division cellulaire les empeˆche de devenir tre`s allonge´es. Il
faudrait pour qu’elles le deviennent incorporer au mode`le leurs divisions longitudinales.
Toutefois, la re´ponse d’un tissu compose´ de cellules allonge´es ne serait pas de´crite cor-
rectement par des tiges e´lastiques, l’espacement des parois transversales conduisant a` un
affaiblissement du tissu dans cette direction. Une repre´sentation tridimensionnelle serait
alors indispensable. Notons que l’allongement des cellules vasculaires pourrait a` lui seul
induire des tensions, les proprie´te´s me´caniques des parois e´tant inchange´es, du fait de la
densite´ de parois accrue que la diminution de leur diame`tre entraˆıne dans la section de
la nervure.
Enfin, si notre mode`le pre´dit une force proportionnelle a` la largeur des nervures a`
deux dimensions, il pre´dirait a` trois dimensions une force proportionnelle a` leur section,
c’est-a`-dire au carre´ de leur diame`tre. On pourrait retrouver la de´pendance observe´e
expe´rimentalement 17 si la re´ponse me´canique des nervures e´tait domine´e par la gaine
fasciculaire qui les entoure.
3.5.3 Expe´riences envisageables
Il n’est pas certain qu’il soit possible de donner une confirmation expe´rimentale di-
recte du me´canisme de re´organisation des re´seaux de nervures que nous proposons. Il
faudrait pour cela mesurer les contraintes auxquelles sont soumises les cellules vasculaires
ou leur proprie´te´s me´caniques. En revanche, on peut pre´voir d’apre`s notre mode`le que la
ge´ome´trie du re´seau serait affecte´e par l’application de forces me´caniques a` une feuille pen-
dant son de´veloppement. L’e´quipe d’Eran Sharon (universite´ de Je´rusalem) a` de´veloppe´
un dispositif expe´rimental permettant d’appliquer des forces a` des feuilles en croissance.
Ce dispositif devrait permettre d’e´tudier l’effet des contraintes sur le de´veloppement des
feuilles, et, peut-eˆtre, sur les nervures.
Une autre situation ou` une tension dans les nervures serait susceptible de se mani-
fester serait dans les chime`res constitue´es de clones pre´sentant des vitesses de croissance
diffe´rentes [113]. En effet, on peut supposer qu’une nervure traversant obliquement la
frontie`re entre deux clones aurait tendance a` former un coude sous l’effet des diffe´rentes
vitesses de croissance, tendance a` laquelle la tension s’opposerait (figure 3.28).
17. Dans le ≪ mode`le de force ≫ qui de´crit les observations, les forces sont proportionnelles aux
diame`tres des nervures.
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(a) (b)
Figure 3.28 – (a) Une nervure (trait plein) traversant la limite (en pointille´s) entre
deux re´gions pre´sentant des vitesses de croissances diffe´rentes (indique´es par les fle`ches).
(b) Sous l’effet de la croissance, la nervure forme un coude.
3.5.4 Origine de l’orientation
On a suppose´ que les cellules vasculaires pre´sentaient des proprie´te´s me´caniques ani-
sotropes, et l’on peut se demander quelle serait l’origine de cette anisotropie. Un des
premiers signes de la diffe´renciation des tissus vasculaires est l’expression polaire des
transporteurs d’auxine PIN, et il serait tentant de supposer que c’est cette polarite´ qui
gouverne les proprie´te´s me´caniques des cellules.
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Chapitre 4
Re´seaux de transport optimaux
Dans les mode`les de la formation des re´seaux de nervures pre´sente´s aux chapitres
pre´ce´dents, on s’est attache´ a` de´crire leur diffe´renciation et leur croissance, en ne tenant
aucun compte de leur fonction de transport. Les diame`tres des nervures e´taient alors le
reflet de l’ordre de leur formation. Si cette simplification peut se justifier pour l’e´tude de
la structure locale du re´seau vasculaire, le transport est un e´le´ment incontournable dans
une discussion de sa structure globale. Ainsi, si l’on observe une feuille entie`re (figure 4.1),
on constate que la nervure principale, dont on sait qu’elle se forme d’un seul tenant au
de´but du de´veloppement de la feuille, pre´sente un diame`tre bien plus important a` sa base
qu’a` son extre´mite´. Il paraˆıt naturel de supposer que cette variation de diame`tre est une
adaptation au flux que transporte la nervure, qui est plus important pre`s du pe´tiole, ou`
elle concentre la totalite´ du flux qui parvient a` la feuille. On peut alors se demander
si le diame`tre de l’ensemble des nervures est ajuste´ au flux qu’elles transportent, et si
la structure globale du re´seau peut eˆtre comprise comme re´alisant un optimum de ses
proprie´te´s de transport, optimum qui serait atteint par une re´gulation locale.
Il s’agit la` d’une question ancienne, qui n’est pas spe´cifique au syste`me vasculaire
des plantes. Murray [76] a propose´ un principe de dissipation minimale pour rendre
compte de la structure du re´seau vasculaire animal. Un me´canisme de la re´gulation de son
de´veloppement, qui fait intervenir les contraintes de cisaillement induites par l’e´coulement
sanguin, a e´te´ identifie´. Il semble que les nervures des plantes ve´rifient e´galement la ≪ loi
de Murray ≫ 1, ce qui sugge`re qu’un principe analogue est pertinent aussi dans ce cas.
Toutefois, l’e´tude the´orique des re´seaux de transport optimaux montre qu’il pre´sentent
ge´ne´ralement une structure arborescente, tandis que les re´seaux de nervures sont forte-
ment re´ticule´s. Une explication possible de la redondance des re´seaux de nervures est
qu’elle contribue a` leur robustesse [95]. En effet, si une re´gion de la feuille est endom-
mage´e, interrompant le trajet de certaines nervures, l’ensemble de la feuille reste irrigue´
par des chemins qui contournent la blessure. On pourrait alors envisager la structure des
feuilles comme un compromis entre diffe´rents facteurs, dont leur re´sistance hydraulique
et leur robustesse. La question des me´canismes qui donnent naissance aux boucles, et
qui assurent qu’une redondance importante se maintient au cours du de´veloppement,
resterait alors entie`re 2.
1. Le raisonnement de Murray et la loi ge´ome´trique qu’il en a de´duite sont pre´sente´es plus loin.
2. Rappelons qu’il s’agit aussi d’une des principales difficulte´s auxquelles se heurte le mode`le de
canalisation de l’auxine.
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Dans ce chapitre, apre`s une illustration des liens entre transport et ge´ome´trie dans
les re´seaux de nervures, et une pre´sentation de quelques re´sultats de l’e´tude des re´seaux
de transport optimaux et de leur application aux re´seaux naturels, nous proposerons une
interpre´tation de la redondance des re´seaux de nervures. Nous montrerons en effet que
si l’on tient compte des fluctuations des courants qui traversent un re´seau, la structure
qui assure une conduction optimale pre´sente des boucles. On ve´rifiera en outre que cette
structure peut eˆtre atteinte par une re´gulation locale. Une mesure de la redondance des
re´seaux, permettant une e´tude quantitative de leur structure, sera introduite.
Figure 4.1 – Une feuille de Pittosporum
4.1 Transport et ge´ome´trie
On a note´ en introduction que l’e´volution des diame`tres des nervures le long de leur
parcours sugge`re une adaptation a` leur fonction de transport. On peut e´galement en
lire une indication dans leur trajet. Sur la figure 4.2, on observe que les nervures les
plus importantes sont plus droites, ce qu’intuitivement on peut supposer eˆtre une orga-
nisation efficace pour le transport. Ce lien entre l’organisation hie´rarchique du re´seau et
la disposition des nervures se confirme si l’on reproduit le trace´ des nervures avec des
lignes d’e´paisseur uniforme (figure 4.3). Les nervures principales demeurent clairement
identifiables.
En s’appuyant sur ces observations, on peut tenter de reconstituer la hie´rarchie des
nervures de la manie`re suivante : on suppose qu’un flux parcourt la feuille, d’une source
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Figure 4.2 – Nervures d’une feuille d’hortensia [2]
Figure 4.3 – Squelette ge´ome´trique du re´seau de nervures de la figure pre´ce´dente
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situe´e a` sa base a` un ensemble de puits distribue´s sur sa surface, en empruntant pour
rejoindre chaque puits le chemin le plus court le long du re´seau. Pour repre´senter la
structure obtenue, on associe a` chaque lien un diame`tre proportionnel a` la racine carre´e du
flux qui le traverse, ce qui correspondrait au diame`tre d’un tuyau poreux de conductance
proportionnelle au flux. Notons que dans un tel re´seau de tuyaux poreux, l’e´coulement
conside´re´ correspond a` un e´coulement physique de´rivant d’un champ de pression (qui
varie line´airement par rapport a` la distance a` la source le long du re´seau).
Figure 4.4 – Une premie`re tentative de reconstruction de la hie´rarchie des nervures
La figure 4.4 montre le re´sultat de cette proce´dure. On constate qu’une part impor-
tante du flux se concentre effectivement sur le trajet des nervures principales. Toutefois, on
ne retrouve pas dans la structure obtenue les anastomoses (reconnexions) entre nervures
principales clairement visibles sur l’image d’origine, mais une arborescence de chemins
d’importance de´croissante qui rejoint la marge de la feuille. Ceci n’est pas e´tonnant : l’en-
semble des chemins les plus courts reliant les sommets d’un graphe a` l’un de ses sommets
forme un arbre. En effet, si cet ensemble contient un chemin ferme´, il existe un point relie´
par deux chemins diffe´rents a` la base, qui ont donc la meˆme longueur. Ceci est en ge´ne´ral
impossible pour un graphe arbitraire 3. Un meˆme argument s’applique a` tout e´coulement
stationnaire de´rivant d’un champ de pression. Il existe au sein de chaque boucle un point
ou` le gradient de pression et donc le flux s’annule. Comment comprendre alors, si l’on
suppose une adaptation du re´seau au flux, le maintien de boucles importantes lors du
de´veloppement de la feuille ? De fait, les re´seaux de transport optimaux, dont nous ver-
rons que la construction pre´sente´e dans ce paragraphe repre´sente un cas particulier, ont
ge´ne´ralement une structure arborescente.
3. Au contraire, si l’on se place sur un re´seau re´gulier, il existe une multitude de chemins de longueur
e´gale reliant deux points donne´s.
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4.2 Proble`mes de transport optimal
Il existe de nombreuses formulations de la question du transport optimal. On peut y
ranger certains proble`mes de ≪ chemin le plus court ≫, comme la construction de l’arbre
couvrant minimal d’un ensemble de points, qui est le graphe le plus court les reliant entre
eux et dont les sommets sont les points conside´re´s. Si l’on autorise le graphe a` contenir
d’autres sommets, appele´s points interme´diaires, on obtient l’arbre minimal de Steiner.
En ge´ne´ral, les proble`mes de transport optimal ne se restreignent toutefois pas a` une
minimisation de distances, mais font intervenir un ≪ couˆt du transport ≫. Ce type de
proble`me a` e´te´ introduit par Monge dans son Me´moire sur la the´orie des de´blais et des
remblais, et repris par Kantorovich 4. Monge s’interroge sur la manie`re la plus efficace
de de´placer une quantite´ de mate´riaux d’un endroit a` un autre. Ce proble`me peut eˆtre
formalise´ mathe´matiquement en de´finissant la disposition initiale et finale des mate´riaux
a` de´placer par deux mesures µ et µ′ sur un espace E . La conservation de leur quantite´
totale se traduit par ∫
dµ =
∫
dµ′. (4.1)
L’acheminement des mate´riaux est de´crit par une mesure π sur E ×E (dont les inte´grales
par rapport a` l’une et l’autre variable co¨ıncident avec µ′ et µ), et le couˆt du transport
entre les points x et y par une fonction c(x, y). Le proble`me consiste a` trouver le meilleur
≪ plan de transport ≫ π, qui minimise le couˆt total∫
E×E
c(x, y)dπ(x, y). (4.2)
Une fonction de couˆt simple est proportionnelle a` la distance, c(x, y) = |x− y|. On peut
toutefois envisager la possibilite´ que des ≪ e´conomies d’e´chelle ≫ soient re´alise´es sur les
plus longs trajets, et conside´rer par exemple une fonction de couˆt c(x, y) = |x− y|α, avec
α < 1.
Il est une autre source possible d’e´conomies d’e´chelle, qui n’apparaˆıt pas dans la
formulation pre´ce´dente. Dans certaines situations, il se peut en effet que le couˆt de trans-
port croisse moins vite que la quantite´ transporte´e. Il peut alors eˆtre avantageux de
regrouper les flux provenant de diffe´rentes sources, comme le montre la figure 4.5, avant
e´ventuellement de les redistribuer entre diffe´rentes destinations. Ce cas de figure a e´te´
envisage´ par Gilbert [38] dans le contexte des re´seaux de communication 5. On conside`re
ici un ensemble de flux qij a` acheminer entre les paires de sommets i et j d’un re´seau, en
associant un couˆt par unite´ de distance f(q) a` un flux d’intensite´ q. f est une fonction
non de´croissante satisfaisant
f(q) + f(r) > f(q + r) > max{f(q), f(r))} (4.3)
et f(q) > 0 pour tous q, r > 0. Le proble`me consiste a` de´terminer la re´partition des flux
dans le re´seau qui minimise le couˆt total∑
e
lef(qe), (4.4)
4. Le proble`me de Monge-Kantorovich a fait l’objet d’une abondante litte´rature et trouve de nom-
breuses applications dans diffe´rents domaines des mathe´matiques [121].
5. Pour une e´tude mathe´matique re´cente, voir [127].
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ou` le est la longueur du lien e et qe le flux qui le parcourt. Une forme particulie`re est
f(q) = qα. On retrouve alors comme limites le proble`me de Monge-Kantorovich pour
α = 1 et les arbres minimaux pour α = 0. Gilbert a montre´ que si f e´tait concave, alors
pour toute paire de points i et j, le flux qij emprunte un chemin unique entre i et j (plutoˆt
que d’eˆtre re´parti sur plusieurs chemins). Le re´seau optimal peut toutefois contenir des
boucles. En effet, la distance moyenne entre deux points sur un arbre croˆıt plus vite que
leur distance a` vol d’oiseau, car il faut pour relier certains points proches remonter les
branches de l’arbre jusqu’a` un ante´ce´dent commun puis les redescendre. Une structure
arborescente est donc largement sous-optimale.
C
A B A
C
B
(a) (b)
Figure 4.5 – Deux plans de transport (a) Le transport se fait inde´pendamment de A
et B a` C (b) Les flux se regroupent en un point interme´diaire
Nous avons indique´ en introduction que les re´seaux de transport optimaux e´taient
ge´ne´ralement arborescents, et une pre´cision s’impose donc ici. La pre´sence de boucles
dans le proble`me de Gilbert est lie´e au fait que l’on conside`re des flux a` acheminer
entre des paires de points spe´cifiques. Ce proble`me est diffe´rent de celui, envisage´ par
Monge, du transport d’une quantite´ constitue´e d’e´le´ments interchangeables, ou` le ≪ plan
de transport ≫ peut distribuer arbitrairement les flux entre sources et destinations. C’est
dans cette dernie`re situation que l’on se trouve lorsque l’on s’inte´resse au transport d’un
fluide dans un re´seau de transport biologique, ou du courant dans un re´seau e´lectrique.
Dans ce cas, le ≪ couˆt ≫ que l’on essaie de minimiser est ge´ne´ralement le taux dissipation
d’e´nergie dans le re´seau, que l’on peut e´crire
∑
e
leq
2
e
κe
, (4.5)
ou` κe est la conductance du lien e. Si les conductances sont quelconques, il est possible
de rendre arbitrairement petite la dissipation. On introduit donc une seconde fonction de
couˆt, ∑
e
lef(κe), (4.6)
que l’on peut comprendre comme le couˆt de construction du re´seau. L’optimum e´tudie´
refle`te alors un compromis entre le ≪ couˆt de fonctionnement ≫ du re´seau et son couˆt
de construction. Dans son e´tude du syste`me vasculaire animal, Murray [76] conside`re
un e´coulement de Poiseuille dans un ensemble de vaisseaux cylindriques pour estimer la
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dissipation, et cherche la structure qui minimise celle-ci pour un volume total de sang
fixe´. Si re est le rayon du vaisseau e, on a
κe ∼ r4e , (4.7)
f(κe) ∼ r2e ∼ κ
1
2
e . (4.8)
La minimisation montre que le rayon de chaque vaisseau varie comme la racine cubique
du flux qui le traverse. Ainsi, par conservation du flux, en chaque niveau de l’organisation
hie´rarchique du syste`me vasculaire, la somme des cubes des rayons des branches est la
meˆme. Ce re´sultat connu sous le nom de ≪ loi de Murray ≫ est syste´matiquement ve´rifie´
expe´rimentalement, dans le syste`me vasculaire mais aussi dans les voies respiratoires [104].
Il a e´te´ sugge´re´ que le re´seau vasculaire des plantes obe´issait e´galement a` la loi de
Murray, modifie´e pour tenir compte de leurs caracte´ristiques spe´cifiques [73]. En effet,
on n’a pas affaire ici a` des vaisseaux simples mais a` des faisceaux vasculaires compose´s
de nombreux vaisseaux, et c’est donc la somme des cubes des sections de chacun de
ces e´le´ments qu’il faut conside´rer 6. D’autre part, ce n’est pas ici le fluide qui repre´sente
un ≪ investissement ≫ mais le syste`me de transport lui-meˆme. Les conclusions restent
toutefois inchange´es si l’on suppose que le volume totale des parois du syste`me vascu-
laire est proportionnel a` celui du fluide transporte´. Enfin, le flux d’eau passif dans les
plantes, muˆ par la transpiration, n’a aucune raison de satisfaire un principe de dissipa-
tion minimale [61]. Un principe d’optimisation plus pertinent est celui d’une conductance
maximale, assurant le maintien de l’e´tat l’hydratation de la plante. Notons que si l’on
suppose le flux d’eau fixe´ 7, les deux crite`res sont e´quivalents.
On doit a` West et al. [126] une application originale de l’ide´e de transport optimal.
Ils sugge`rent que le transport est le facteur limitant du me´tabolisme des organismes
vivants, et que son analyse permet de rendre compte des lois allome´triques, reliant leur
rythme me´tabolique et leur taille, qui sont observe´es empiriquement. Les hypothe`ses
restrictives qu’ils font sur la structure des re´seaux conside´re´s et leur analyse des donne´es
expe´rimentales ont toutefois e´te´ critique´es [27].
Les re´seaux de transport biologiques ne sont pas les seuls re´seaux naturels qui aient
e´te´ e´tudie´s du point de vue du transport optimal. Les bassins versants en sont un autre
exemple [94]. On s’inte´resse ici a` l’e´coulement par gravite´ des pre´cipitations rec¸ues par le
bassin d’une rivie`re. L’e´coulement est de´termine´ par le relief, les lignes de creˆte partageant
des sous-bassins organise´s hie´rarchiquement, dont les flux se regroupent progressivement
en se jetant dans des cours d’eau d’importance croissante. On distingue ainsi des cours
d’eau de diffe´rents ordres, dont la hie´rarchie, notamment la distribution de leurs em-
branchements et de leurs longueurs, obe´it a` diffe´rentes loi empiriques qui sugge`rent une
organisation auto-similaire. Ces lois ont suscite´ un grand inte´reˆt pour l’e´tude de la dy-
namique des bassins versants, et il a e´te´ montre´ qu’un principe de dissipation minimale
pouvait rendre compte de certaines de leurs proprie´te´s. On peut s’interroger sur l’origine
d’un tel principe dans ce contexte, mais il semble qu’il puisse eˆtre de´duit d’un mode`le
6. Un faisceau conducteur est bien moins efficace du point du transport qu’un vaisseau unique, et
il faut faire appel a` un principe antagoniste, par exemple la robustesse, pour rendre compte de cette
structure.
7. Cette hypothe`se est raisonnable s’agissant de l’optimisation du re´seau vasculaire, qui repre´sente
une faible part de la re´sistance hydraulique totale de la plante [98].
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simple de leur e´volution, qui couple l’e´coulement des pre´cipitations et l’e´volution du relief
sous l’effet de l’e´rosion [8].
4.3 Structure des re´seaux optimaux
Nous adopterons ici la formulation de Bohn et Magnasco [16], dont nous verrons
qu’elle se ge´ne´ralise aise´ment aux cas de courants fluctuants. On conside`re un graphe,
dont on de´signe les sommets par un indice k et les liens par des paire de sommets (k, l)
(figure 4.6). Chaque sommet est relie´ a` une source de courant ik. La conservation de la
charge (ou du fluide) impose que le courant total injecte´ dans le re´seau soit nul∑
k
ik = 0. (4.9)
Les liens posse`dent des conductances 8 κkl et transportent des courants Ikl, qui ve´rifient
d’apre`s la loi des noeuds
ik =
∑
l
Ikl. (4.10)
Les courants sont relie´s aux potentiels uk aux sommets par la loi d’Ohm,
Ikl =
κkl
dkl
(uk − ul), (4.11)
ou` dkl est la longueur du lien (k, l). On cherche a` minimiser la dissipation
J =
∑
k,l
dklI
2
kl
κkl
, (4.12)
sous la contrainte d’un couˆt K fixe´, ou` K est de´fini par
Kγ =
∑
k,l
dklκ
γ
kl. (4.13)
On peut par exemple envisager K comme la quantite´ de mate´riaux ne´cessaires a` la
construction du re´seau. Pour un re´seau e´lectrique ou des tubes poreux, la conductance
de chaque lien est proportionnelle a` sa section, ce qui correspond a` γ = 1. Pour un
e´coulement de Poiseuille dans des tubes poreux d’e´paisseur fixe´e, la conductance varie
comme le rayon a` la puissance quatre et γ = 1/4. Pour γ < 1, le couˆt de chaque branche
croˆıt moins vite que sa conductance et il est avantageux de regrouper les flux sur des
conductances importantes. Pour γ > 1 au contraire, il est pre´fe´rable de re´partir les flux
dans le re´seau 9.
La structure des re´seaux obtenus dans ce proble`me pre´sente une transition disconti-
nue lorsque γ varie [7, 16]. On peut montrer que lorsque γ < 1, la dissipation admet de
8. Pre´cisons qu’il s’agit ici de la conductance d’une unite´ de longueur du lien, et non de l’inverse de
sa re´sistance.
9. On peut conside´rer ce cas peu re´aliste d’un point de vue pratique, car il vaut alors mieux construire
plusieurs liens paralle`les entre deux sommets plutoˆt qu’un lien unique.
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(a) (b)
Figure 4.6 – (a) Un re´seau comportant plusieurs sources relie´es a` un puits (b) Le cas
e´quivalent d’une source et plusieurs puits, sche´matisant le transport dans une feuille
nombreux minima locaux correspondant a` des re´seaux arborescents, sans boucles, tandis
que pour γ > 1, il existe un minimum unique, et tous les liens ont une conductance non
nulle (figure 4.7). On conside´rera ici comme sur la figure 4.6 des re´seaux comprenant un
ensemble des sources relie´es a` un puits unique, ou des puits alimente´s par une source
unique. Durand [31] a toutefois montre´ que l’on obtient e´galement une structure arbo-
rescente pour le transport entre un ensemble de sources et un ensemble de puits. On se
placera ici sur un re´seau fixe´. Si l’on minimise au contraire la dissipation par rapport a` la
position de points interme´diaires [31], les jonctions satisfont une relation vectorielle ana-
logue au mode`le de force, ce qui permet d’en envisager une interpre´tation fonctionnelle,
et donne une expression pre´cise a` l’ide´e intuitive que les chemins qui transportent le flux
le plus important sont plus droits.
Figure 4.7 – Re´seaux de transport optimaux issus de l’e´tude nume´rique de Bohn et
Magnasco [16] (a) γ = 2 (b) et (c) γ = 0, 5. Les re´seaux (a) et (b) sont des minima locaux
obtenus par une me´thode ite´rative. Le re´seau (c), obtenu par un algorithme de Monte
Carlo, est un meilleur candidat pour repre´senter le minimum global.
L’analyse de Bohn et Magnasco [16] est la suivante. Pour la minimisation de la dis-
sipation sous la contrainte d’un couˆt fixe´, on introduit un multiplicateur de Lagrange λ
et
Ξ =
∑
k,l
dklI
2
kl
κkl
− λ
∑
k,l
dklκ
γ
kl. (4.14)
On montre que l’on peut minimiser inde´pendamment cette expression par rapport a` κkl
et Ikl. Provisoirement, on ne suppose donc plus que les courants de´rivent d’un potentiel.
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Toutefois, on ve´rifie que les minima satisfont la loi des mailles, et donc de´rivent d’un
potentiel. La minimisation conduit a` la relation suivante entre les conductances et les
courants
κkl =
I
2
1+γ
kl(∑
m,n dmnI
2γ
1+γ
mn
) 1
γ
K. (4.15)
Cette relation permet d’exprimer la dissipation comme une fonction des seuls courants 10.
Elle permet e´galement d’obtenir des minima locaux de la dissipation par ite´ration. A
chaque pas, on calcule les courants en fonction des conductances, puis on met a` jour
les conductances en appliquant l’e´quation 4.15. Les re´seaux des figures 4.7a et b ont
e´te´ obtenus suivant cette proce´dure. Remarquons que la reconstruction d’un re´seau de
nervures pre´sente´e au paragraphe 4.1 correspond a` ce mode`le de transport optimal dans
le cas particulier γ = 1.
4.4 Transport optimal et fluctuations
Au vu ce qui pre´ce`de, on peut se demander si la structure des re´seaux de nervures
peut eˆtre de´crite en termes de transport optimal. En effet, leur organisation hie´rarchique
sugge`re que le regroupement des flux y est favorable, ce qui les situerait dans le domaine
γ < 1, mais ils comprennent de nombreuses boucles. Il est toutefois un aspect du transport
dans les re´seaux qui n’est pas envisage´ dans la description que l’on vient de pre´senter,
qui est la pre´sence de fluctuations dans les courants qu’ils transportent. De fait, des
fluctuations sont observe´es dans la transpiration des feuilles (figure 4.8), et il a e´te´ sugge´re´
que la pre´sence de boucles dans les re´seaux de nervures pouvait eˆtre envisage´e comme
une adaptation a` ces fluctuations, permettant aux flux de se redistribuer dans le re´seau
au gre´ des besoins en eau de ses diffe´rentes parties [95].
Nous nous sommes donc propose´ de reprendre l’e´tude pre´ce´dente dans le cas d’un
re´seau ou` les courants fluctuent. Pour cela, on conside`re de´sormais l’e´tat des sources
i = (i1, . . . , iN) comme une variable ale´atoire caracte´rise´e par une loi de probabilite´ p(i).
Le taux de dissipation dans l’e´tat i est donne´ par
J(i) =
∑
k,l
dklI
2
kl(i)
κkl
, (4.16)
ou` les Ikl(i) sont les courants dans l’e´tat i, et on minimise la dissipation moyenne
< J >=
∫
J(i)dp(i). (4.17)
De meˆme que dans le cas de courants constants, on introduit un multiplicateur de La-
grange λ et
Ξ =< J > −λ
∑
k,l
dklκ
γ
kl. (4.18)
10. On peut en de´duire que ce proble`me est e´quivalent a` un autre proble`me de transport optimal, qui
est la minimisation d’une expression de la forme
∑
(k,l) I
α
kl, envisage´ notamment par [7].
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(a) (b)
(c) (d)
Figure 4.8 – Fluctuations de la transpiration d’une feuille en re´ponse a` une diminution
de l’humidite´ ambiante. Images de fluorescence de la chlorophylle extraites d’un film de
Keith Mott [1]. Les re´gions plus claires correspondent a` une activite´ photosynthe´tique
re´duite. L’intervalle entre les images successives (a-d) est d’environ une heure.
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On peut toujours minimiser Ξ inde´pendamment par rapport a` κkl et Ikl(i). En effet, dans
chaque e´tat i, les minima de < J > par rapport a` Ikl(i), qui co¨ıncident avec les minima de
J(i) par rapport Ikl(i), de´rivent d’un potentiel. La minimisation par rapport a` κkl conduit
a` une expression analogue a` 4.15 reliant les conductances et les courants quadratiques
moyens 11,
κkl =
< I2kl >
1
1+γ(∑
m,n dmn < I
2
mn >
γ
1+γ
) 1
γ
K. (4.19)
Comme dans le cas des flux constants, on peut utiliser cette relation ite´rativement pour
obtenir des minima locaux de la dissipation. On part ici de conductances ale´atoires. A
chaque e´tape, les conductances e´tant donne´es, les courants quadratiques moyens peuvent
eˆtre exprime´s en fonction des corre´lations entre les sources. Les potentiels uk(i) satisfont
ik =
∑
l
κkl
dkl
(uk(i)− ul(i)) , (4.20)
ou en notation matricielle
i = Cu(i). (4.21)
On obtient
< ukul >= RkmRln < imin >, (4.22)
ou` R = C−1. Par ailleurs, on a d’apre`s la loi d’Ohm (e´quation 4.11)
< I2kl >=
κ2kl
d2kl
(
< u2k > + < u
2
l > −2 < ukul >
)
. (4.23)
En combinant ces deux expressions, on obtient les < I2kl > en fonction des < ikil >. Apre`s
avoir calcule´ les courants, on met a` jour les conductances suivant l’e´quation 4.19.
Dans ce qui suit, on conside`re un re´seau carre´ de dimensions n×n comprenant N −1
sources (2 ≤ k ≤ N = n2) et un puits (k = 1) situe´ dans l’un des coins du carre´. Les
sources ont une intensite´ moyenne unite´ et des fluctuations de´corre´le´es d’amplitude σ.
Pour 2 ≤ k, l ≤ N ,
< ik > = 1, (4.24)
< ikil > = 1 + σ
2δkl. (4.25)
On calcule les< iki1 > en utilisant
∑
k ik = 0. Pour des sources qui alternent ale´atoirement
entre un courant donne´ et un courant nul, σ =< ik >= 1.
L’e´tude nume´rique montre que la transition dans la structure des re´seaux, discontinue
en l’absence de fluctuations, devient continue. Si l’on retrouve pour des valeurs suffisam-
ment faibles de γ des re´seaux hie´rarchiques arborescents, sans boucles (figure 4.9a), et
pour γ > 1 un structure relativement homoge`ne, ou` tous les liens ont une conductance non
nulle (figure 4.9c), on observe dans une gamme de parame`tres interme´diaire des re´seaux
qui sont a` la fois hie´rarchiques et contiennent des boucles (figure 4.9b). Comme on l’a
sugge´re´, on peut comprendre intuitivement cette structure de la manie`re suivante. Dans
11. Dans ce qui suit on utilisera une valeur de K telle que la valeur moyenne de κγ soit e´gale a` un.
Comme le montre l’e´quation 4.19, K n’intervient que comme un pre´facteur identique pour tous les liens.
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le cas de courants fixes, une structure unique assure un transport optimal. Si les courants
dans un arbre fluctuent, il en re´sultera des fluctuations importantes des tensions et des
courants. La pre´sence de boucles permet aux courants de se redistribuer dans le re´seau,
limitant les fluctuations de tension et la dissipation. On constate qu’il y a de nombreux
minima locaux pour γ < 1. Pour γ > 1, on ve´rifie au contraire que l’algorithme converge
toujours vers la meˆme solution, ce qui sugge`re un minimum unique.
(a) γ = 0, 25 (b) γ = 0, 75 (c) γ = 1, 25
Figure 4.9 – Re´seaux obtenus pour diffe´rentes valeurs de γ (n = 16, σ = 1). Les largeurs
des segments sont proportionnelles aux racines carre´es des conductances des liens. Pour
des raisons de lisibilite´, une e´chelle diffe´rente est utilise´e sur chaque figure.
Pour des petites valeurs de n, on peut ve´rifier que les minima locaux obtenus, qui
contiennent des boucles, ont bien une dissipation infe´rieure a` une structure arbores-
cente optimale, en construisant explicitement tous les arbres couvrant le re´seau suivant
la me´thode de´crite par Gabow et Myers [36] (figure 4.10). Toutefois, si l’on conside`re
l’e´volution de re´seaux auto-organise´s, le minimum global n’est jamais atteint. L’e´quation 4.19
permet en revanche d’envisager une adaptation locale conduisant a` un minimum local de
la dissipation.
Pour une analyse quantitative de la structure des re´seaux obtenus, une mesure simple
est le nombre de boucles dans le re´seau 12, que l’on peut calculer en appliquant la formule
d’Euler, qui s’e´crit ici
nombre de boucles = 1 + nombre de liens − nombre de sommets (4.26)
On comptabilise tous les liens dont la conductance de´passe un certain seuil 13. Comme
le montre la figure 4.11a, on ve´rifie que la transition discontinue est remplace´e par une
augmentation progressive du nombre de boucles quand γ s’approche de 1. En outre, il
semble qu’il existe un seuil fini en dec¸a` duquel les boucles disparaissent comple`tement.
L’allure de la transition et la valeur du seuil de´pendent naturellement de l’amplitude des
fluctuations. Lorsque celle-ci diminue, la transition devient plus abrupte (figure 4.12).
12. On entend par boucle le chemin ferme´ qui entoure chacune des re´gions connexes de´limite´es par les
liens de conductance non nulle.
13. Nous discutons les proble`mes que pose le choix d’un tel seuil fini au paragraphe suivant.
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Figure 4.10 – Comparaison de la dissipation des minima locaux (traits pleins) et des
meilleurs arbres (pointille´s) pour n = 4 sans fluctuations (a) et avec (b)
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Figure 4.11 – Evolution de la structure du re´seau en fonction de γ, sans fluctua-
tions (croix) et avec (traits pleins) (a) Nombre de boucles (b) Redondance (voir para-
graphe 4.4.1). Les valeurs pre´sente´es ici sont des moyennes sur plusieurs simulations.
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Figure 4.12 – Evolution de la structure du re´seau (redondance R) en fonction de
l’amplitude des fluctuations
4.4.1 Mesure de redondance
Nous avons utilise´ dans ce qui pre´ce`de le nombre de boucles comme mesure de la
redondance du re´seau. Elle n’en constitue toutefois qu’une mesure topologique et sa
de´finition fait intervenir un seuil arbitraire. Ceci pose a` la fois un proble`me the´orique,
puisque la conductance des liens peut devenir arbitrairement petite au voisinage du seuil,
et un proble`me pratique, puisque le temps de convergence diverge au voisinage du seuil.
On de´finit donc une mesure de la redondance qui tient compte des conductances des
liens. Cette de´finition repose sur une analogie avec un ensemble de marcheurs ale´atoires.
L’e´quivalence entre des proble`me de conduction sur un re´seau e´lectrique et de marcheurs
ale´atoires est bien connue [28]. Toutefois, elle fait habituellement intervenir une matrice
de transition de´finie en fonction des conductances des liens. On envisagera ici des proba-
bilite´s de transition qui sont fonction des courants sortant de chaque sommet.
On de´finit dans un premier temps la redondance du re´seau entre deux sommets a et
b. A cette fin, on conside`re la distribution des courants correspondant au transport d’un
courant unite´ injecte´ dans le re´seau en a et extrait en b, soit
ik = δka − δkb. (4.27)
On de´finit les probabilite´ de transition Pkl par
Pkl =
{
IklP
Ikm>0
Ikm
, Ikl > 0,
0, Ikl ≤ 0.
(4.28)
La probabilite´ d’un chemin k = (k1, . . . , kl) reliant a a` b (k1 = a, kl = b) est donne´e par
P (k) =
∏
1≤j<l
Pkjkj+1. (4.29)
Dans une vision na¨ıve du mouvement des charges dans un circuit e´lectrique, on peut
interpre´ter cette probabilite´ comme la probabilite´ qu’un e´lectron emprunte le chemin
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k pour aller de a a` b, selon la direction qu’il choisit a` chaque embranchement sur son
parcours. On de´finit la redondance rab comme l’entropie de la distribution des chemins
14,
rab = −
∑
k
P (k) logP (k). (4.30)
La redondance rab est nulle s’il existe un unique chemin reliant a a` b, e´gale a` logn s’il existe
n chemins identiques et inde´pendants, et peut prendre des valeurs positives quelconques
en ge´ne´ral. erab peut s’interpre´ter comme un ≪ nombre de chemins ge´ne´ralise´ ≫ entre a
et b.
Le nombre de chemins entre deux points croˆıt exponentiellement avec leur distance,
ce qui rend l’e´valuation directe de l’expression 4.30 impraticable, et l’on proce`de de la
manie`re suivante. On conside`re les chemins reliant un point interme´diaire i au point b,
et l’on de´finit de meˆme que pour les chemins partant de a l’entropie Si de la distribution
des chemins allant de i a` b (de sorte que rab = Sa). On montre que
15
Si =
∑
j
Pij(Sj − logPij), (4.31)
ce qui permet d’e´valuer Si de proche en proche.
Dans le cas envisage´ ici du transport entre un ensemble de sources identiques et un
puits, une mesure naturelle de la redondance du re´seau est la moyenne des redondances
entre chaque source et le puits :
R =
1
N − 1
∑
2≤k≤N
rkN . (4.32)
Dans le cas d’une distribution quelconque des courants, on pourrait envisager une ge´ne´rali-
sation sous la forme
R ∝
∑
kl
< ikil > rkl. (4.33)
La figure 4.11b illustre l’e´volution de la redondance en fonction de γ, qui est quali-
tativement analogue a` celle du nombre de boucles. La redondance n’atteint toutefois
pas son maximum imme´diatement au-dessus du seuil. En effet, tous les liens sont alors
conducteurs, mais leurs conductances ne deviennent que progressivement uniformes quand
γ → +∞ (voir l’e´quation 4.19).
4.4.2 Re´seau inhomoge`ne
Comme le notent Maritan et al. [72] (dans le cadre d’un mode`le sans fluctuations),
les re´sultats obtenus sur un re´seau re´gulier pre´sentent des particularite´s lie´es au fait que
tous les chemins dirige´s entre un point et la base sont e´quivalents. Quand γ = 1, le
proble`me est de´ge´ne´re´ et l’on peut re´partir arbitrairement le flux provenant d’une source
entre tous les chemins dirige´s qui le relient a` la base sans changer la dissipation. La
14. Cette somme comporte un nombre fini de termes non nuls car les courants de´rivent d’un potentiel,
ce qui exclut les chemins qui passent deux fois par le meˆme point.
15. Cette expression se de´compose en une entropie associe´e a` la jonction i et une moyenne ponde´re´e
des entropies Sj des points voisins.
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structure des re´seaux issus de l’algorithme de minimisation de´pend alors entie`rement de
l’e´tat initial, et les valeurs de la densite´ de boucles et de la redondance obtenues (qui
apparaissent sur la figure 4.11) sont sans signification. Cette de´ge´ne´rescence est leve´e
pour un re´seau irre´gulier ou inhomoge`ne, et la nature de la transition de la structure du
re´seau quand γ varie s’en trouve modifie´e, comme le montre la figure 4.13. Le re´seau est
ici rendu inhomoge`ne, sans changer sa topologie, en affectant a` ses liens des longueurs
dkl ale´atoires (uniforme´ment distribue´es entre 1 et 2). En l’absence de fluctuations, la
redondance augmente progressivement au-dela` du seuil γ = 1 au lieu de pre´senter un
saut discontinu. Avec des fluctuations, on observe comme sur un re´seau re´gulier une
redondance non nulle pour γ < 1, mais celle-ci sature plus lentement pour γ > 1. La
ge´ome´trie hexagonale de la figure 4.7 est a` mi-chemin entre un re´seau carre´ re´gulier et
un re´seau irre´gulier, car une partie seulement des chemins dirige´s entre un somment et
la base y sont e´quivalents.
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Figure 4.13 – Redondance d’un re´seau inhomoge`ne, sans fluctuations (traits pleins) et
avec (pointille´s)
4.4.3 Evolution en fonction de la taille du syste`me
On peut se demander comment la structure du re´seau e´volue quand la taille du syste`me
augmente, et si elle tend vers une forme particulie`re pour les grands syste`mes. La taille
limite´e des syste`mes que nous avons pu e´tudier ne permet de donner que quelques indica-
tions sur cette e´volution 16. Sur la figure 4.14, on a repre´sente´ la structure du re´seau pour
diffe´rentes valeur de n. Le nombre maximal de boucles est (n− 1)2, et lorsque l’on trace
la densite´ de boucles L/(n − 1)2, il semble qu’elle ne varie pas de manie`re sensible, ce
qui correspondrait a` une aire des boucles inde´pendante de la taille du syste`me. On peut
s’attendre a` ce que la redondance varie line´airement avec n, car le nombre de chemins
possibles entre une source et le puits croˆıt exponentiellement avec n. Si cette loi se ve´rifie
a` peu pre`s, on constate en revanche que la forme de la courbe varie assez nettement.
16. Le calcul des courants fait intervenir l’inversion d’une matrice N ×N , qui ne´cessite de l’ordre de
N3 ope´rations.
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Figure 4.14 – Evolution de la structure du re´seau en fonction de sa taille (a) Densite´
de boucles (b) Redondance normalise´e
4.5 Etude analytique
Afin de rendre compte de la structure observe´e des re´seaux optimaux, et, e´ventuel-
lement, de donner quelques indications de leur comportement dans la limite des grandes
tailles, nous avons entrepris une e´tude analytique. On reprend ici une approche usuelle
dans l’e´tude des bassins versants, en l’adaptant au proble`me conside´re´ et en envisageant
l’effet des fluctuations.
4.5.1 Structure du re´seau
d
d
Figure 4.15 – Organisation hie´rarchique du re´seau
On peut estimer les proprie´te´s des re´seaux optimaux en supposant que leur structure
hie´rarchique obe´it a` l’organisation auto-similaire illustre´e par la figure 4.15. On conjecture
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que la distribution qui concentre le plus les flux correspond a` une hie´rarchie dont chaque
niveau est compose´ d’un ensemble de bassins de taille d, et de surface d2, dont le nombre
varie donc comme d−2. Le flux de chaque bassin vers le niveau supe´rieur, d’ordre d2,
emprunte un chemin de longueur d’ordre d. Les courants sont alors distribue´s dans le
re´seau suivant la loi
p(i) ∼ i− 32 . (4.34)
4.5.2 Une construction explicite
On peut obtenir un re´sultat plus pre´cis, et une majoration de la dissipation minimale
en construisant de manie`re explicite un re´seau qui pre´sente la structure hie´rarchique que
nous venons de de´crire (figure 4.16). Cette construction s’apparente a` celle du bassin de
Peano [34] dans une ge´ome´trie diffe´rente (figure 4.17).
n = 4 n = 8 n = 16
Figure 4.16 – Construction explicite d’un re´seau hie´rarchique
Figure 4.17 – Re´seau de Peano apre`s une, deux et trois ite´rations
On peut calculer explicitement la distribution des flux circulant en chacun des som-
mets. Nous ne rentrerons pas dans le de´tail de ce calcul 17. On trouve, en accord avec
l’analyse dimensionnelle pre´ce´dente, que la distribution des courants satisfait
p(i) ≃ n
2
2
i−
3
2 . (4.35)
Ceci permet d’estimer la dissipation dans le re´seau. A l’issue d’un calcul sans difficulte´,
on obtient
J = 2−1/γn2
(
γ + 1
3γ − 1
[
n
3γ−1
γ+1 − 1
])1+1/γ
. (4.36)
17. Le calcul repose sur l’observation suivante, constate´e empiriquement et que l’on peut de´montrer
par re´currence. En chaque point du re´seau, le nombre de sommets situe´s en amont, qui de´termine le
courant qui arrive en ce point, pre´sente en notation binaire soit tous ses chiffres de rang impair nuls, soit
tous ses chiffres de rang pair nuls.
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Cette formule concerne des sources constantes. On peut obtenir une formule analogue
(plus complique´e) pour des sources fluctuantes. Lorsque γ < 1/3, la contribution des
branches principales a` la dissipation est dominante, et celle-ci varie comme n2. Lorsque
γ > 1/3, c’est la contribution des branches fines qui domine et la dissipation varie comme
n5−1/γ .
La figure 4.18 montre que les proprie´te´s de transport dans cette construction sont tre`s
proches de celles des re´seaux obtenus par minimisation, ce qui sugge`re qu’elle pourrait
servir de base a` une e´tude plus approfondie. On pourrait notamment envisager une es-
timation analytique du seuil d’apparition des boucles. Nous indiquerons une de´marche
possible, qui pourrait faire l’objet d’une e´tude ulte´rieure. Partant d’un re´seau arbores-
cent, on estimerait la variation de la dissipation associe´e a` l’ajout d’un lien formant une
boucle. Resterait alors a` calculer la conductance optimale du nouveau lien en fonction de
la variation de la fonction Ξ (qui traduit le compromis entre la re´duction de la dissipa-
tion et l’accroissement du couˆt du re´seau). Le seuil correspondrait a` la valeur de γ pour
laquelle cette variation peut eˆtre ne´gative.
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Figure 4.18 – Dissipation dans les re´seaux obtenus par minimisation (trait plein) et
le re´seau de la figure 4.16 (tirets) pour n = 8 et sans fluctuations. Les pointille´s corres-
pondent a` l’expression analytique 4.36.
4.6 Discussion
Les pre´cipitations rec¸ues par les bassins versants pre´sentent de toute e´vidence des
fluctuations temporelles, qui sont souvent prises en compte dans leur mode´lisation, et
l’on peut se demander pourquoi elles ne changent pas dans ce cas la structure du re´seau,
qui ne comporte pas de boucles [72]. On peut sugge´rer l’explication suivante. Dans les
bassins versants, le flux se fait toujours dans le sens de la pente, et les pre´cipitations
rec¸ues par chaque sous-bassin, si leur intensite´ varie, s’e´coulent toujours par le meˆme
chemin. A court terme, l’e´coulement a donc une structure fixe, de´termine´e par les lignes
de creˆte du relief. Cette structure, qui est toujours arborescente, e´volue a` long terme au
gre´ du de´placement des lignes de creˆte. Dans notre mode`le, au contraire, la direction de
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l’e´coulement dans chaque branche est susceptible de fluctuer. Si l’e´coulement moyen, qui
de´rive du champ de pression moyen, pre´sente une structure arborescente, un flux alterne´
important peut circuler dans certaines boucles du re´seau. L’optimisation ou l’adaptation
se traduisent alors par des boucles de conductance importante.
Maritan et al. [72] notent que la structure des re´seaux ne doit pas eˆtre affecte´e par des
fluctuations de´corre´le´es car leur effet s’annule en moyenne aux grandes e´chelles. De fait,
les boucles observe´es dans les simulations que nous avons re´alise´es avec des fluctuations
de´corre´le´es comprennent toujours des branches fines (voir la figure 4.9). Pour avoir des
effets sensibles a` grande e´chelle, il faut que les fluctuations pre´sentent des corre´lations a`
longue porte´e. Tel est le cas des fluctuations observe´es dans les feuilles, qui pre´sentent
des corre´lations en loi de puissance [85, 74] 18. En s’appuyant sur ces re´sultats, une com-
paraison quantitative de la structure des re´seaux de nervures et de celle que pre´dirait
notre mode`le serait envisageable. Sans aller jusque la`, nous avons repris notre tentative
de reconstruction du re´seau de nervures de la figure 4.2 avec des fluctuations dont les
corre´lations obe´issent a` la loi de puissance observe´e dans les feuilles. La structure obtenue
est, qualitativement, bien plus proche de celle du re´seau d’origine, puisqu’on y observe des
reconnexions de chemins de forte conductance (figure 4.19). Une structure auto-similaire
est observe´e dans les arbres de transport optimaux et l’on peut se demander ce qu’il en est
pour les re´seaux re´ticule´s obtenus avec des fluctuations. Dans le cas de corre´lations en loi
de puissance, le proble`me pre´sente une invariance d’e´chelle qui sugge`re qu’ils pourraient
eux aussi pre´senter une telle structure.
Figure 4.19 – Reconstruction de la hie´rarchie des nervures avec des fluctuations corre´le´es
18. Ceci a conduit Peak et al. [85] a` proposer une analogie entre les fluctuations dans les feuilles et des
mode`les d’automates cellulaires, et l’hypothe`se qu’elles permettent a` la feuille d’atteindre un nouveau
point de fonctionnement optimal quand les conditions exte´rieures changent. Un mode`le du comportement
des stomates qui pourrait justifier cette analogie est de´crit par Haefner et al. [44].
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On n’a conside´re´ ici que des re´seaux fixes, et une extension naturelle de cette e´tude
serait la prise en compte de la croissance 19. Nous avons fait quelques essais en com-
binant une optimisation des proprie´te´s de transport avec le ≪ mode`le simplifie´ ≫ de
croissance et de re´organisation du chapitre 3. On obtient alors des re´seaux hie´rarchiques
avec des boucles, dont la structure locale obe´it au mode`le de force. Toutefois, a` ce stade,
ces re´sultats n’ajoutent pas grand chose a` ceux des deux mode`les pris se´pare´ment. Une
autre perspective serait l’e´tude de l’e´volution d’un re´seau de transport optimal lorsque
la forme du domaine qu’il irrigue change. La croissance des feuilles est en ge´ne´ral inho-
moge`ne et, chez certaines espe`ces, leur forme change de manie`re sensible au cours de leur
de´veloppement. On peut ainsi s’attendre a` ce que la structure du re´seau optimal dans
une feuille jeune et allonge´e soit diffe´rente de celle pre´dite pour la meˆme feuille mature
devenue plus large, ce qui permettrait d’envisager une ve´rification par l’observation de
changements qualitatifs. Ceci nous ame`ne a` sugge´rer un avantage possible d’une structure
re´ticule´e. En effet, si l’on conside`re un re´seau arborescent, sa structure est prisonnie`re
d’un minimum local de la dissipation et ne peut se re´organiser au cours du temps 20. Dans
un re´seau re´ticule´, au contraire, l’e´coulement est susceptible de se redistribuer au cours
de l’e´volution, conduisant a` une re´organisation du re´seau (la figure 4.20 en donne une
illustration sommaire). La redondance confe´rerait ainsi au re´seau une certaine plasticite´.
On pourrait ici faire un paralle`le avec l’ide´e que l’e´volution des structures biologiques
(re´seaux ge´ne´tiques, prote´ines, . . . ) est facilite´e par telle ou telle organisation de leur
architecture (voir par exemple [55]).
19. Il convient de citer ici le mode`le propose´ par Xia [128], ou` la croissance d’une feuille se fait
pre´fe´rentiellement aux endroits les mieux irrigue´s par les nervures. Ce mode`le suppose une croissance
marginale (par les bords), la` ou` la plupart des espe`ces pre´sentent une croissance diffuse, mais il offre une
perspective inte´ressante sur le lien entre la forme des feuilles et la disposition de leurs nervures.
20. La structure de l’e´coulement est donc e´galement fige´e, et si le domaine a une croissance uniforme
(mais e´ventuellement anisotrope, par exemple une feuille allonge´e qui s’e´largit de manie`re uniforme), la
fraction de la surface totale alimente´e par chaque branche est constante, et les conductances des branches
e´volueront toutes au meˆme rythme.
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Figure 4.20 – Evolution du re´seau optimal dans un domaine dont la forme change
(a-c) Sans fluctuations (d-f) Avec fluctuations (a) et (d) Re´seaux figurant une feuille
jeune et allonge´e, ou` les nervures longitudinales dominent (b) et (e) Les meˆmes re´seaux
dont les proportions ont e´te´ modifie´es sans les optimiser de nouveau (c) La structure du
re´seau arborescent obtenu sans fluctuations est fige´e et ne change pas apre`s une nouvelle
optimisation (f) Dans le cas du re´seau re´ticule´ obtenu avec des fluctuations, l’optimisation
modifie la structure du re´seau.
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Chapitre 5
Ge´ome´trie des cellules ve´ge´tales
On s’est inte´resse´ jusqu’ici a` des me´canismes agissant a` l’e´chelle tissulaire, y compris
quand on en a donne´ comme au chapitre 3 une description cellulaire. Toutefois, la forme
des cellules elle-meˆme porte la marque des forces auxquelles elles sont soumises, et son
observation peut fournir de pre´cieuses indications sur les me´canismes de leur croissance.
L’occasion d’une telle e´tude nous a e´te´ donne´e par une se´rie d’expe´riences re´alise´es par
Olivier Hamant et Jan Traas (Laboratoire RDP, ENS Lyon). Nous nous sommes notam-
ment inte´resse´s a` l’e´volution de cellules qui, suite a` un traitement chimique, continuent
de croˆıtre sans se diviser, vers une ge´ome´trie analogue a` celle des mousses liquides. La
comparaison entre les tissus ve´ge´taux et les mousses n’est pas nouvelle, mais il semble
qu’elle permette ici de de´celer un me´canisme de la re´gulation de la croissance des plantes.
5.1 Observations expe´rimentales
Les observations auxquelles nous nous sommes inte´resse´ ne concernaient qu’une par-
tie de expe´riences re´alise´es par Olivier Hamant et Jan Traas, qui reposaient notamment
sur l’observation des microtubules au cours de la croissance. Nous avons de´ja` e´voque´ les
liens entre l’orientation des microtubules et celle des fibrilles de cellulose dans les parois,
qui de´terminent largement leurs proprie´te´s me´caniques et sont notamment susceptibles
de leur confe´rer une re´ponse anisotrope. Les expe´riences indiquent en retour que les
contraintes me´caniques de´terminent l’orientation des microtubules 1, ce qui sugge`re une
boucle de re´troaction qui contribuerait a` briser la syme´trie de l’apex et a` stabiliser la
forme des organes qui s’y de´veloppent [47]. Afin d’illustrer l’importance des microtu-
bules, certaines plantes ont e´te´ traite´es a` l’oryzaline, une substance qui les de´polyme´rise.
Ce sont les re´sultats de ces expe´riences que nous discuterons ici. Afin de faciliter les
observations ulte´rieures 2, toutes les plantes e´taient initialement traite´es au NPA, un in-
hibiteur du transport de l’auxine, qui empeˆche la formation des primordia (figure 5.1a).
Ce traitement e´tait interrompu avant l’application d’oryzaline afin de permettre a` l’or-
ganogene`se de reprendre (figure 5.1b). Dans les plantes traite´es a` l’oryzaline, les organes
de´veloppent une forme globulaire (figure 5.2), ce qui confirme le roˆle des microtubules
dans l’e´tablissement d’une croissance anisotrope. Les microtubules sont implique´s dans la
1. L’orientation des microtubules semble co¨ıncider avec la direction principale des contraintes cor-
respondant a` la plus grande tension.
2. Le me´riste`me d’une plante non traite´e est cache´ par les primordia et les feuilles re´cemment forme´es.
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division cellulaire et les cellules des plantes traite´es cessent de se diviser. Elles continuent
toutefois de croˆıtre a` un rythme normal. En particulier, la croissance est plus rapide dans
les primordia que dans le me´riste`me. Dans la tige, alors qu’on s’e´loigne des zones de crois-
sance, l’effet de l’oryzaline est moins marque´ (voir la figure 5.1c, qui montre une plante
traite´e simultane´ment au NPA et a` l’oryzaline). L’observation a` laquelle on s’inte´resse ici,
note´e par Steffen Bohn et Yves Couder dans leur analyse de ces expe´riences, est que la
ge´ome´trie des cellules devient progressivement analogue a` celle des bulles d’une mousse li-
quide (comparer les figures 5.3b et 5.4). Cette analogie est rendue plus quantitative par la
mesure des angles que forment entre elles les parois cellulaires a` leurs jonctions. En effet,
une caracte´ristique des mousses liquides est que les angles entre les films liquides sont de
120˚ [122]. Les mesures portent ici sur les cellules situe´es a` la surface de la plante, et plus
pre´cise´ment sur leurs parois perpendiculaires a` la surface (qui sont les parois visibles sur
les vues en coupe de la figure 5.3). Ces cellules se divisent toujours dans un plan perpen-
diculaire a` la surface (divisions anticlines) et forment une couche bien de´limite´e, appele´e
couche L1, clairement visible sur les figures 5.1a et b, et que l’on peut de´crire approxima-
tivement comme un tissu bidimensionnel. Comme le montre la figure 5.5, les angles entre
parois convergent progressivement vers 120˚ . La moyenne des angles est toujours de 120˚
(puisque la somme des trois angles est de 360˚ a` chaque jonction), et l’e´cart quadratique
moyen, qui est de 23,0˚ au de´but du traitement (t = 0), de´croˆıt pour atteindre 17,5˚ apre`s
23h, 10,6˚ apre`s 46h, et 8,6˚ a` l’issue de l’expe´rience (t = 72h). Comme dans une mousse,
il n’est pas possible de satisfaire la condition d’angles e´gaux a` 120˚ avec des parois recti-
lignes (sauf dans le cas particulier de cellules toutes hexagonales). On observe ainsi que
les cellules qui ont plus de six coˆte´s ont des parois concaves, tandis que les cellules qui
ont moins de six coˆte´s ont des parois convexes (voir par exemple les cellules 1 et 2 sur la
figure 5.3).
(a) (b) (c)
Figure 5.1 – (a) Apex nu d’une plante traite´e au NPA (b) Reprise de l’organogene`se
apre`s arreˆt du traitement au NPA (c) Apex 72h apre`s traitement a` l’oryzaline (a,b) Images
O. Hamant (c) Image extraite de la re´fe´rence [41]. Les barres d’e´chelle correspondent a`
100µm.
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Figure 5.2 – Evolution de l’apex d’une plante apre`s traitement a` l’oryzaline (images
O. Hamant). Toutes les images sont a` la meˆme e´chelle.
Figure 5.3 – Vues en coupe dans un plan paralle`le a` l’e´piderme (a) t=0 (b) t=72h. Les
barres d’e´chelle correspondent a` 10µm. Les nume´ros de´signent les meˆmes cellules sur les
deux images.
Figure 5.4 – Observation expe´rimentale d’une mousse bidimensionnelle [40]
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(a) t = 46h (b) t = 72h
Figure 5.5 – Evolution de la distribution des angles entre parois
Figure 5.6 – Evolution de la surface des cellules
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5.2 Tissus et mousses
L’analogie entre la forme des cellules, animales ou ve´ge´tales, et les mousses est aussi
ancienne que leur observation microscopique, puisque Hooke [49] comparait les struc-
tures qu’il avait observe´es dans la tige creuse des plumes a` des bulles, et utilisait le
terme ≪ froth ≫ pour de´crire la texture du lie`ge. Thompson [117] consacre de longues
pages a` cette analogie, qu’il s’agisse de la description de cellules individuelles ou de leurs
≪ agre´gats ≫. La ge´ome´trie des cellules y est interpre´te´e en termes d’une tendance a` mini-
miser leur aire et a` former des empilements optimaux. Dans le meˆme esprit, de nombreux
travaux expe´rimentaux se sont attache´s a` la comparer aux ge´ome´tries ide´ales que sont,
a` deux dimensions, un pavage hexagonal, et, a` trois dimensions, les polye`dres a` quatorze
faces de´crits par Kelvin [118], longtemps suppose´s re´aliser une partition de l’espace par
des parois d’aire minimale 3, et a` comprendre comment une telle structure pouvait se
maintenir au fil des divisions cellulaires. Avec la reconnaissance de ce que les cellules
re´elles ne correspondent que rarement a` ces figures ide´ales, l’inte´reˆt s’est de´place´ vers
une description statistique de leurs proprie´te´s, e´tude qui s’est inscrite dans le contexte
de l’e´tude des proprie´te´s ge´ne´rales des structures cellulaires [124, 112]. Ainsi, certaines
loi empiriques observe´es dans les structures cellulaires, comme la loi d’Aboav [5], ont e´te´
ve´rifie´es dans les cellules ve´ge´tales [75]. Re´ciproquement, la loi line´aire reliant en moyenne
l’aire des cellules et leur nombre de coˆte´s de´couverte par Lewis [66] dans l’e´piderme du
concombre est a` peu pre`s ve´rifie´e dans diffe´rents syste`mes physiques [112]. Toutefois, par
leur ge´ne´ralite´ meˆme, ces lois ne disent rien des me´canismes spe´cifiques a` chacun de ces
syste`mes, et repre´sentent plutoˆt les proprie´te´s typiques d’une structure de´sordonne´e 4.
Dans le meˆme ordre d’ide´es, le mode`le de prolife´ration des cellules e´pithe´liales propose´
par Gibson et al. [37], ou` la distribution des nombres de coˆte´s est obtenue comme e´tat sta-
tionnaire d’une e´quation d’e´volution construite a` partir d’arguments topologiques simples,
sans parame`tres ajustables, de´crit bien les observations chez diffe´rentes espe`ces animales,
mais aussi les donne´es de Lewis sur le concombre [77], et nous avons pu ve´rifier qu’il en
e´tait de meˆme des re´sultats de nos simulations (figure 5.7) 5.
5.3 Croissance sans divisions
Comme on l’a vu au chapitre 1, le comportement me´canique des membranes des
cellules animales justifie la comparaison avec les bulles. En ce qui concerne les cellules
ve´ge´tales, dote´es de parois rigides, cette comparaison me´rite une explication. Qualita-
tivement, l’e´volution de la ge´ome´trie des cellules dans un tissu ve´ge´tal est la suivante.
Lorsqu’une cellule se divise, la nouvelle paroi est a` peu pre`s perpendiculaire aux parois
3. Les polye`dres de Kelvin ont re´cemment e´te´ de´troˆne´s par une structure compose´e de polye`dres a`
douze et quatorze faces, de´crite par Weaire et Phelan [123].
4. Pour donner un sens plus pre´cis a` cette ide´e, on peut comparer les proprie´te´s des structures
cellulaires a` celles des pavages de Vorono¨ı ale´atoires. De la meˆme manie`re, les bassins versants e´voque´s au
chapitre 4 peuvent eˆtre compare´s aux re´seaux ale´atoires. Shreve [105] a montre´ que ceux-ci partageaient
avec eux certaines proprie´te´s statistiques, dont il est donc vain de vouloir donner une interpre´tation
physique.
5. Dans certaines situations, on observe au contraire des re´arrangements actifs des cellules e´pithe´liales,
qui conduisent a` des structures ordonne´es, ou` les hexagones dominent [20].
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Figure 5.7 – Distribution des nombres de coˆte´s. Les points correspondent aux simula-
tions, la courbe au mode`le de Gibson et al. [37].
de la cellule-me`re (voir les cellules 2 et 3 sur la figure 5.3a 6). Les angles e´voluent pro-
gressivement par la suite, et se rapprochent de 120˚ dans les jonctions forme´es depuis un
certain temps (voir les extre´mite´s de la paroi commune aux cellules 4 et 5). Dans un tissu
en prolife´ration, on observe ainsi une distribution e´tale´e. En l’absence de divisions, au
contraire, la distribution se resserre autour de 120˚ .
Il reste a` comprendre l’origine de la courbure des parois. On suppose ici qu’elle est
due a` des diffe´rences de pression 7. Afin d’examiner cette hypothe`se, nous avons repris
le mode`le de prolife´ration cellulaire de´crit au chapitre 3 en le modifiant pour incorporer
des parois courbe´es. Les parois sont a` pre´sent de´crites comme des tiges flexibles dont on
ne´glige la rigidite´ en flexion (ce que justifie leur faible e´paisseur, de l’ordre du dixie`me
de micron, quand la taille des cellules est de l’ordre de la dizaine de microns). Sous cette
hypothe`se, a` deux dimensions, chaque paroi pre´sente une courbure uniforme κi, relie´e
a` la diffe´rence de pression δP entre les cellules qu’elle se´pare et a` la tension Ti qu’elle
supporte par l’analogue de la loi de Laplace
κi =
δP
Ti
. (5.1)
En plus des positions des jonctions entre parois, il suffit donc d’une variable supple´mentaire
par paroi pour de´crire la ge´ome´trie du syste`me 8. Dans le cas le plus simple, on suppose
comme pre´ce´demment la pression de turgescence uniforme, et l’on peut reprendre a` l’iden-
tique l’expression de l’e´nergie donne´e par l’e´quation 3.11,
E =
∑
i∈parois
µh
2
(
li
l0i
− 1
)2
−
∑
j∈cellules
PSj. (5.2)
6. Comme l’illustre cet exemple, on peut utiliser la ge´ome´trie des cellules pour reconstruire les ligne´es
cellulaires.
7. Nous verrons que ce n’est pas la seule hypothe`se possible.
8. Plutoˆt que la courbure, on a utilise´ en pratique l’angle αi = liκi entre les tangentes aux deux
extre´mite´s de la paroi. Les longueurs des parois et les surfaces des cellules s’expriment plus directement
en fonction de cette variable.
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Pour de´terminer l’e´tat d’e´quilibre instantane´ du syste`me, on minimise cette e´nergie par
rapport aux positions des jonctions et aux courbures des parois. La figure 5.8 illustre
la croissance d’un tissu avec des bords libres et qui se divise normalement 9. Les seules
diffe´rences de pression sont entre l’inte´rieur et l’exte´rieur du tissu, et les seules parois
courbes sont les parois situe´es a` la pe´riphe´rie du tissu.
(a) t = 0 (b) t = 1 (c) t = 2
Figure 5.8 – Simulation de la croissance d’un tissu avec une pression de turgescence
uniforme
Dans ce qui suit, afin de reproduire la situation expe´rimentale, on laisse croissance et
divisions se poursuivre jusqu’a` obtenir un certain nombre de cellules, puis on interrompt
les divisions, et la croissance seule se poursuit. On conside`re ici des conditions aux bords
pe´riodiques. Au chapitre 3, on avait pu supposer la croissance globale du syste`me uniforme
quand on utilisait des conditions aux bords pe´riodiques. Rien n’assure que c’est la cas ici,
puisque la structure du tissu, notamment la taille moyenne des cellules, e´volue. On calcule
donc explicitement l’e´volution des dimensions de la cellule e´le´mentaire (d’une pe´riode) du
tissu, en incluant ces dimensions dans les variables par rapport auxquelles on minimise
l’e´nergie a` chaque pas de temps.
De fait, si on laisse se poursuivre la croissance sans divisions (figure 5.9), le taux de
croissance augmente rapidement, et la taille du syste`me diverge (figure 5.10). On peut
comprendre ce re´sultat par une analyse dimensionnelle. Si S est la surface typique des
cellules, la tension dans les parois est d’ordre PS1/2. Si le comportement des parois ne
change pas, le taux de croissance est proportionnel a` la tension, de sorte que si la pression
reste constante, S˙ ∼ S3/2, et la surface diverge en un temps fini T comme (T − t)−2.
Les angles se rapprochent de 120˚ , mais puisque les cellules restent polygonales, il ne
peuvent converger vers cette limite 10. L’e´cart quadratique moyen de´croˆıt de 26,0˚ a` 17,0˚
au temps 11 t = 1.
Au vu de ces re´sultats, on conclut que la pression de turgescence n’est ni uniforme
ni constante. Les courbures observe´es dans les expe´riences sugge`rent que la pression
9. On a utilise´ ici la re`gle de division cellulaire de´finie par l’e´quation 3.14 (voir le paragraphe 3.2.2).
10. La somme des angles internes dans chaque cellule est fixe´e, et l’e´volution des angles correspond
juste a` une redistribution.
11. On interrompt la simulation quand l’augmentation de la taille moyenne des cellules devient com-
parable a` la valeur atteinte dans les expe´riences.
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(a) t = 0 (b) t = 1
Figure 5.9 – Simulation de la croissance avec une pression de turgescence uniforme
t
< S >
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Figure 5.10 – Evolution de la surface des cellules dans les simulations avec une pression
de turgescence uniforme
1801501209060 1801501209060
(a) t = 0 (b) t = 1
Figure 5.11 – Evolution des angles dans les simulations avec une pression de turgescence
uniforme
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de turgescence varie d’une cellule a` l’autre, et qu’elle est corre´le´e ne´gativement avec
leur taille. On suppose pour commencer que la pression de turgescence est directement
fonction de la surface des cellules (on sugge´rera plus loin un me´canisme indirect pouvant
entraˆıner une telle corre´lation). Plus pre´cise´ment, une cellule de surface S tend a` ajuster
sa pression de turgescence a` la valeur P (S) en modifiant son contenu osmotique. En
supposant toujours un potentiel hydrique uniforme, on peut identifier la pression du
turgescence et la pression osmotique, de sorte que
Pi =
ni
Si
, (5.3)
ou` ni est la quantite´ de solute´s dans la cellule i
12. La cellule atteint donc sa pression cible
lorsque ni = P (Si)Si. Pour tenir compte du fait que la re´gulation de la turgescence est
plus lente que l’e´quilibrage du potentiel hydrique, mais plus rapide que la croissance 13,
on suppose que la quantite´ de solute´ e´volue suivant
dni
dt
=
P (Si)Si − ni
τ
, (5.4)
ou` l’on utilise la valeur nume´rique τ = 0, 1. En ne´gligeant les variations de la quantite´
de solute´ dans chaque cellule a` l’e´chelle du temps d’e´quilibrage du potentiel hydrique, on
de´termine l’e´tat d’e´quilibre poroe´lastique instantane´ du syste`me en minimisant
E =
∑
i∈parois
µh
2
(
li
l0i
− 1
)2
−
∑
j∈cellules
nj log Sj. (5.5)
En ce qui concerne la relation entre la taille des cellules et leur pression de turgescence, le
taux de croissance relativement uniforme observe´ dans les expe´riences (figure 5.6) sugge`re
que l’ordre de grandeur des tensions ne change pas au cours de la croissance. On pose
donc
P (S) =
S−1/2
νh
, (5.6)
et l’e´quation 5.4 prend la forme
dn
dt
=
1
τ
(
S1/2
νh
− n
)
. (5.7)
Comme le montre la figure 5.12, des diffe´rences de pression s’e´tablissent progressivement
entre les cellules qui ont le moins de coˆte´s, qui sont en ge´ne´ral aussi les plus petites, et
les cellules qui ont un plus grand nombre de coˆte´s. Les parois des premie`res deviennent
convexes, tandis que celles des secondes deviennent concaves, et les angles entre parois
se rapprochent progressivement de 120˚ (figure 5.14). L’e´cart quadratique moyen de´croˆıt
de 24,2˚ a` 9,6˚ au temps t = 2. On ve´rifie que la croissance du tissu dans son ensemble se
poursuit a` un rythme constant (figure 5.13). De meˆme que dans le cas d’une pression de
turgescence uniforme, les cellules qui ont le moins de coˆte´s croissent initialement moins
12. On choisit des unite´s telle que la constante de proportionnalite´ soit un.
13. Des ordres de grandeur des temps caracte´ristiques de ces trois processus sont 10 minutes, 1 heure
et 10 heures [87].
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vite, mais la croissance s’uniformise peu a` peu sous l’effet des diffe´rences de pression
et la forme des cellules devient stationnaire. On observe en outre que, comme dans les
expe´riences (voir par exemple les cellules 2 et 3 sur la figure 5.3), les cellules deviennent
moins allonge´es 14.
(a) t = 0 (b) t = 2
Figure 5.12 – Simulation de la croissance avec une pression de turgescence corre´le´e
ne´gativement a` la taille des cellules
t
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Figure 5.13 – Evolution de la surface des cellules dans les simulations avec une pression
de turgescence corre´le´e a` la taille des cellules
Dans les mousses, les diffe´rences de pression qui donnent leur courbure aux parois
liquides peuvent s’e´tablir parce que la quantite´ de gaz contenue dans chaque bulle est
fixe´e 15. L’eau peut au contraire circuler librement dans les tissus ve´ge´taux, et l’e´tablis-
sement de diffe´rences de pression suppose une variation de la pression osmotique. Les
14. En moyenne, les parois d’une cellule allonge´e subissent des tensions moins fortes dans la direction
longitudinale, que ce soit sous l’effet de sa propre pression de turgescence ou des tensions transmises par
ses voisines.
15. Ceci n’est vrai qu’a` court terme. A long terme, les diffe´rences de pression entraˆınent une diffusion
du gaz, et la structure de la mousse e´volue.
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(a) t = 0 (b) t = 2
Figure 5.14 – Evolution des angles dans les simulations avec une pression de turgescence
corre´le´e a` la taille des cellules
angles de 120˚ dans les mousses traduisent l’e´quilibre de tensions capillaires e´gales, et de
meˆme l’e´volution des angles dans les plantes implique que les tensions dans les parois
deviennent e´gales. On en conclut que l’e´tat me´canique du tissu ve´ge´tal est e´quivalent a`
celui d’une mousse, a` ceci pre`s qu’il ne s’agit pas d’un e´quilibre statique mais d’un e´tat
stationnaire lie´ a` la croissance, qui s’accompagne d’un flux permanent d’eau et d’une
extension continue des parois 16.
On a conside´re´ ici un tissu bidimensionnel, mais l’extension a` trois dimensions serait
imme´diate. La tension dans les parois d’une cellule de volume V est d’ordre T ∼ PV 1/3,
et on retrouve un rythme de croissance constant si P ∼ V −1/3 ∼ L−1, ou` L est une
dimension line´aire de la cellule. Une e´tude de´taille´e serait ne´cessaire pour le ve´rifier, mais
les vues en coupe, comme la figure 5.1b, sugge`rent que la ge´ome´trie des cellules de l’apex
dans son ensemble correspond effectivement a` celle d’une mousse tridimensionnelle.
Une diffe´rence essentielle entre notre mode`le et un tissu tridimensionnel est que les
courbures y sont indissociables de diffe´rences de pression. Dans ce dernier, au contraire,
comme l’a note´ Korn [58], les parois cellulaires peuvent se courber sans diffe´rences de
pression, par un effet purement me´canique illustre´ par la figure 5.15. Si l’on suppose tou-
jours ne´gligeable leur rigidite´ de flexion, leur e´quilibre me´canique impose toutefois alors
que leur courbure moyenne en tout point soit nulle, et donc leurs courbures principales
de signes oppose´s. Il devrait donc eˆtre possible d’exclure cette hypothe`se par l’observa-
tion de la forme tridimensionnelle des cellules des tissus internes. A de´faut d’avoir pu
s’en assurer, ou, mieux encore, d’avoir pu mesurer les pressions dans les cellules, on peut
citer a` l’appui de l’hypothe`se de l’existence de diffe´rences de pression entre les cellules
l’observation (qualitative) suivante. Si les tensions dans les parois sont uniformes, comme
l’indiquent les angles qu’elles forment entre elles, la loi de Laplace permet d’estimer leurs
pressions en fonction de leur courbure. Sur les vues en coupe comme la figure 5.1b, il
semble en effet que les cellules plus petites pre´sentent une courbure plus importante,
16. Pre´cisons qu’il n’est pas ne´cessaire que le comportement des parois soit line´aire pour qu’un tel
e´tat stationnaire puisse eˆtre observe´, seulement qu’il soit uniforme, et que cet e´tat stationnaire peut se
muer en un e´tat d’e´quilibre si la croissance s’interrompt.
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indice d’une pression plus e´leve´e.
Figure 5.15 – La de´formation localise´e des parois d’un cellule induite par une paroi
adjacente peut produire des parois courbes sans diffe´rences de pression (Lloyd [69], d’apre`s
Korn [58])
Enfin, si l’on ve´rifiait l’existence de ces diffe´rences de pression, il se pourrait qu’elles
aient d’autres causes qu’une re´gulation active par les cellules. On pourrait en effet envi-
sager que, lorsque la taille des cellules devient anormalement grande, la croissance soit
limite´e par le flux d’eau, ou que la turgescence baisse faute de solute´s. Toutefois, l’aspect
uniforme du tissu, qui ne pre´sente pas de gradient manifeste suivant la distance a` la
tige par ou` il est alimente´ en eau et en solute´s, et les tensions apparemment uniformes
sugge`rent un e´tat d’home´ostasie plutoˆt que des cellules e´loigne´es de leur point d’e´quilibre.
En admettant que c’est les cellules sont proches d’un e´tat home´ostatique, il reste-
rait a` comprendre comment les cellules perc¸oivent leur taille et re´gulent leur pression de
turgescence Un me´canisme rendu plausible par l’observation de canaux ioniques me´cano-
sensibles [129] dans les cellules ve´ge´tales serait qu’elles ajustent leur pression pour main-
tenir une tension fixe´e dans leurs parois. Une telle re´gulation expliquerait e´galement le
rythme de croissance relativement constant des cellules quand leur taille augmente. Nous
avons repris nos simulations en supposant que la quantite´ de solute´ dans chaque cellule
e´voluait suivant l’e´quation
dni
dt
=
S
τ
(T ∗− < Ti >), (5.8)
ou` < Ti > est la tension moyenne dans les parois de la cellule i et T
∗ une tension
home´ostatique, et ve´rifie´ que les re´sultats obtenus e´taient qualitativement e´quivalents a`
ceux obtenus avec l’e´quation 5.4.
En conclusion, on voit que ces expe´riences, en isolant l’effet de la croissance de celui
des divisions dans l’e´volution des tissus ve´ge´taux, nous ont permis d’observer les indices
d’un me´canisme de re´gulation de la croissance par l’ajustement de la pression de turges-
cence. On peut conjecturer que ce me´canisme est e´galement a` l’oeuvre dans les plantes
non traite´es 17, et proposer l’hypothe`se qu’il garantit aux tissus ve´ge´taux une croissance
relativement uniforme malgre´ leur nature intrinse`quement de´sordonne´e, fournissant un
substrat homoge`ne a` des me´canismes morphoge´ne´tiques agissant a` une e´chelle supracel-
lulaire. Une telle hypothe`se s’inscrirait naturellement dans une perspective organismique
sur le de´veloppement ve´ge´tal 18.
17. Il semble que des courbures transitoires soient effectivement oberve´es dans les parois de cellules
non traite´es.
18. Comme on l’a e´voque´ au chapitre 1, les principaux arguments en faveur d’une telle perspective
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5.4 Cellules en prolife´ration
Un re´sultat inattendu de nos simulations a e´te´ l’observation de pics marque´s dans
la distribution des angles dans un tissu dont les cellules se divisent normalement (fi-
gure 5.11a). Si l’on revient sur les courbes expe´rimentales, on y de´ce`le la meˆme structure
(figure 5.5a). Ainsi, ce que l’on aurait pu prendre pour un bruit de mesure correspond
peut-eˆtre a` une structure significative. A l’examen des images expe´rimentales et de si-
mulation, on peut sugge´rer que cette structure a l’origine suivante, illustre´e par la fi-
gure 5.16. Si, lorsque deux cellules adjacentes se divisent, leurs plans de division sont a`
peu pre`s aligne´s, une paroi courte se´pare leurs intersections avec la paroi commune des
deux cellules (a). On peut s’attendre a` ce que l’orientation de cette paroi change rapi-
dement sous l’effet des tensions des nouvelles parois (b). Si les deux intersections sont
au contraire assez distantes (c), il faudra des de´placements bien plus importants pour
obtenir le meˆme changement d’orientation (d), qui se fera donc plus lentement. Dans
le premier cas, l’orientation des autres parois sera peu modifie´e. Si les nouvelles parois
sont plus ou moins perpendiculaires a` l’ancienne, les angles seront alors voisins de 90˚
et de (360-90)/2=135˚ . Ils e´volueront ensuite vers 120˚ , mais beaucoup plus lentement,
puisqu’il faudra pour cela que la paroi s’allonge. Les pics observe´s expe´rimentalement et
nume´riquement correspondent a` des valeurs interme´diaires entre ces extreˆmes the´oriques
et 120˚ .
(a) (b) (c) (d)
Figure 5.16 – Evolution de la ge´ome´trie des jonctions dans diffe´rentes configurations
Afin de ve´rifier cette hypothe`se dans les simulations, on a e´tudie´ la distribution
des angles entre parois en fonction de la longueur de la paroi oppose´e (figure 5.17),
et l’e´volution de ces distributions en fonction de l’≪ aˆge ≫ des jonctions (figure 5.18).
Dans les jonctions nouvellement forme´es, les angles sont voisins de 90˚ ou de 180˚ . Dans
ce dernier cas, on peut clairement suivre l’e´volution temporelle des jonctions. La longueur
de la paroi augmente peu a` peu, tandis que l’angle de´croˆıt. Cette branche du diagramme
disparaˆıt quand les parois sont partage´es par une nouvelle division cellulaire. L’angle
n’est pas modifie´ par ces divisions et on retrouve ces jonctions vers le point de coor-
donne´es l ≃ 0, 5 et α ≃ 140˚ . Comme on le supposait, l’e´volution des jonctions est plus
lente quand l est petit. On distingue une branche diagonale dans le diagramme de la
figure 5.17, mais la densite´ est concentre´e vers l = 0 et α = 90˚ . On pourrait de meˆme
donner une interpre´tation ge´ome´trique des autres branches du diagramme, et de´crire
reposent d’ailleurs sur la capacite´ des plantes a` poursuive un de´veloppement a` peu pre`s normal malgre´
des alte´rations significatives de la taille de leurs cellules ou de leurs divisions.
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ainsi l’e´volution des diffe´rentes jonctions qui concourent a` la distribution stationnaire des
angles, constamment alimente´e par les nouvelles divisions.
Une telle description de la ge´ome´trie des jonctions entre parois dans les tissus ve´ge´taux
peut paraˆıtre anecdotique, mais au-dela` des observations que l’on a souhaite´ expliquer
ici, une approche analogue pourrait servir de base a` une description du couplage entre
l’e´volution d’une cellule et celle de son voisinage imme´diat, dont les relations entre forme
des cellules et plans de division sont un e´le´ment, et qui pourrait constituer un maillon
d’une description statistique du tissu.
α
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Figure 5.17 – Distribution de la ge´ome´trie des jonctions entre parois. On mesure pour
chaque paire de parois l’angle α qu’elle forment et la longueur l de la paroi oppose´e.
5.5 Tensions tissulaires et identite´ de la couche L1
Les expe´riences de´crites au paragraphe 5.1 permettent e´galement d’observer les ten-
sions tissulaires (voir chapitre 1). En effet, si l’on revient sur les plantes non traite´es (fi-
gures 5.1a et b), on constate que les parois des cellules de l’e´piderme sont peu bombe´es, et
la frontie`re entre la couche L1 et les cellules plus profondes relativement plate. D’apre`s la
discussion qui pre´ce`de, on peut y voir une manifestation des tensions supporte´es par les
parois de ces cellules, qui sont plus importantes que les forces correspondant a` leur seule
pression de turgescence. Dans les plantes traite´es a` l’oryzaline, les cellules de l’e´piderme
sont bombe´es et la structure en couches distinctes disparaˆıt. Pour clore ce chapitre sur
une note spe´culative, on peut se demander jusqu’a` quel point les tensions tissulaires
de´terminent la structure en couches de la plante. Comme le montre la figure 5.19, ces
tensions peuvent notamment expliquer l’aspect bien de´limite´ de la couche L1, mais aussi
la pre´dominance des divisions anticlines. Dans ces simulations, les cellules L1 continuent
a` croˆıtre dans la direction radiale et, toˆt ou tard, se divisent paralle`lement a` la surface
(division pe´riclines), mais ceci tient peut-eˆtre a` la diffe´rence entre les objets tridimen-
sionnels que sont les parois cellulaires et les tiges par lesquelles on les a repre´sente´es. En
effet, l’extension des parois cellulaires, dont le mate´riau est peu compressible, dans un
plan paralle`le a` l’e´piderme, est susceptible de s’accompagner d’une contraction dans le
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Figure 5.18 – Ge´ome´trie des jonctions en fonction du temps t depuis leur formation
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plan perpendiculaire. Cet effet pourrait eˆtre contrebalance´ par des tensions radiales plus
importantes lorsque la cellule devient plus aplatie (figure 5.20), et l’e´paisseur de la couche
L1 re´gule´e de manie`re purement passive. Une situation analogue est celle des feuilles, qui
maintiennent une e´paisseur a` peu pre`s constante au long de leur de´veloppement, alors
que leur surface augmente de plusieurs ordres de grandeur 19.
(a) t = 2 (b) t = 2, 5
Figure 5.19 – Dans ces simulations, on part d’un tissu uniforme avec des bords libres,
et on attribue a` toutes les cellules exte´rieures l’identite´ ≪ L1 ≫, signale´e par des parois en
traits gras (a). Les parois des cellules L1 ont une viscosite´ accrue, et l’identite´ ≪ L1 ≫ est
transmise lors des divisions. Les cellules L1 deviennent moins bombe´es, et leur interface
avec les cellules internes plus plate. En outre, elles se divisent principalement dans la
direction anticline (b).
T
PS
T
PS
(a) (b)
Figure 5.20 – De´formation d’une cellule par les tensions tissulaires
19. Citons e´galement la ≪ croissance ne´gative ≫ de certaines racines, dont il est observe´ que certaines
cellules deviennent plus larges et plus courtes [103].
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Conclusion
Dans de ce me´moire, nous espe´rons avons donne´ quelques exemples du roˆle possible
de me´canismes physiques dans le de´veloppement, et montre´ que les plantes constituaient
un terrain propice a` leur e´tude. De nombreux auteurs ont comme Sachs [97] souligne´ les
avantages qu’offrent les plantes d’une manie`re ge´ne´rale dans l’e´tude du de´veloppement, au
premier rang desquels leur croissance symplastique 20 et leur de´veloppement inde´termine´.
Elles se preˆtent particulie`rement a` l’approche envisage´e ici du fait de l’importance de la
re´gulation dans leur de´veloppement tre`s plastique, qui suppose de nombreux me´canismes
de re´troaction, et du roˆle qu’y joue une information de position, qui le´gitime une approche
a` l’e´chelle supracellulaire.
En ce qui concerne l’hypothe`se d’un roˆle des contraintes me´caniques dans la formation
des re´seaux de nervures, qui est a` l’origine de ce travail, le mode`le que nous en avons donne´
au chapitre 2 sugge`re qu’en principe, un couplage entre contraintes et diffe´renciation peut
rendre compte de la formation d’un re´seau hie´rarchique. Toutefois, ce mode`le dans son
e´tat actuel n’est pas comple`tement satisfaisant et ne permet pas de conclure avec certitude
quant a` la possibilite´ d’un tel me´canisme et a` sa nature exacte. Surtout, l’observation
d’un expression localise´e des transporteurs d’auxine dans les cellules procambiales, avant
qu’elles ne s’allongent [101, 125], paraˆıt exclure que la diffe´renciation soit gouverne´e par
une boucle de re´troaction faisant intervenir les contraintes me´caniques et la forme des
cellules, si bien que me´canisme propose´ ne pourrait sans doute subsister que sous une
forme affaiblie. Si l’on suppose au contraire, comme il est commune´ment admis, que c’est
le transport d’auxine qui re´git la diffe´renciation des cellules vasculaires, la question de la
formation des boucles demeure. Certains auteurs sugge`rent qu’elle pourrait eˆtre due a` la
pre´sence de sources localise´es d’auxine, vers lesquelles convergent plusieurs nervures [96].
Une telle hypothe`se donne une image de la formation des nervures qui s’apparente a`
celle que nous avons de´crite comme une ≪ division des are´oles ≫ au chapitre 3. Il est
certaines situations qui se preˆtent moins a` une telle description, comme la formation des
nervures plus ou moins paralle`les qui raccordent entre elles les nervures secondaires chez
certaines espe`ces (voir figure 5.21) 21. Cette disposition e´voque bien plus les motifs en
bandes observe´s dans certains mode`les de re´action-diffusion, ou les fractures qui divisent
un domaine allonge´ dans un re´seau de fractures.
Si nous ne pouvons conclure quant au roˆle des contraintes me´caniques dans la diffe´ren-
ciation des nervures, l’interpre´tation de leur ge´ome´trie comme la manifestation d’un
20. sans migration cellulaire
21. Cette configuration, ide´alise´e comme une bande infinie, pourrait eˆtre une situation simple pour
comparer les pre´visions de diffe´rents mode`les. Les motifs observe´s pre´sentent principalement des ner-
vures paralle`les, mais comportent e´galement une certaine proportion d’embranchements, et l’e´tude de
ces ≪ de´fauts topologiques ≫ pourrait fournir un instrument quantitatif pour une telle comparaison.
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champ tensoriel n’en demeure pas moins attrayante, et nous nous sommes souvent de-
mande´ au cours de nos recherches si un mode`le du transport de l’auxine serait susceptible
de faire apparaˆıtre un tel champ. On pourrait envisager de de´crire l’expression polaire
des transporteurs par un tenseur de diffusion anisotrope, mais si l’on suppose constant le
flux d’auxine, il semble impossible d’obtenir un re´seau qui forme des boucles. Peut-eˆtre
pourrait-on reprendre l’approche du chapitre 4, ou` l’on avait tenu compte des fluctuations
dans le re´seau vasculaire, en l’e´tendant a` l’ensemble des cellules 22. L’intensite´ quadratique
moyenne < I2 >, a` laquelle s’adaptait dans notre mode`le d’un re´seau de transport optimal
la conductance de chacune des branches serait ici remplace´e par le champ tensoriel
< j⊗ j >, (5.9)
ou` j est le flux d’auxine, et l’adaptation locale qui s’exprimait a` l’e´chelle de chaque
branche pourrait ici eˆtre exprime´e a` l’e´chelle cellulaire. Le choix d’une fonction de couˆt
approprie´e permettrait d’obtenir dans cette adaptation un comportement a` seuil, ce qui
rendrait inutile un crite`re inde´pendant pour de´crire la diffe´renciation. Une question qu’un
tel mode`le laisse ouverte est celui du me´canisme par lequel les nervures s’adaptent au
flux qui les parcourt. Dans le syste`me vasculaire animal, cette adaptation repose sur une
sensibilite´ aux contraintes de cisaillement dues a` l’e´coulement sanguin. Un tel me´canisme
paraˆıtrait peu probable chez les plantes, dont les cellules conductrices sont re´duites a` leur
seules parois 23. Peut-eˆtre le transport de l’auxine, qui pre´ce`de celui de la se`ve dans les
cellules provasculaires, et qui se poursuit jusque dans les tissus matures, comme l’atteste
la capacite´ de re´ge´ne´ration du syste`me vasculaire, joue-t-elle ici encore un roˆle, et son
transport paralle`le a` celui de la se`ve permet-il aux cellules non conductrices des faisceaux
vasculaires de controˆler leur de´veloppement.
Outre leur roˆle e´ventuel dans la diffe´renciation, nous avons montre´ que les contraintes
me´caniques e´taient susceptibles de ≪ diriger ≫ la croissance. En effet, par la nature meˆme
des me´canismes de la croissance des cellules ve´ge´tales, qui fait intervenir l’allongement
irre´versible de leurs parois sous l’effet des tensions auxquelles elles sont soumises, et de sa
re´gulation, qui repose sur l’ajustement de leurs proprie´te´s me´caniques, la croissance des
plantes est susceptible de donner naissance a` de fortes tensions mutuelles, qui peuvent
en retour de´terminer et stabiliser leur forme. Nous avons ainsi sugge´re´ que la structure
locale des re´seaux de nervures re´sultait d’une re´organisation induite par des tensions lie´es
aux proprie´te´s me´caniques spe´cifiques de leurs cellules, et refle´tait un e´quilibre de forces.
Dans cette e´tude ainsi que dans celle des proprie´te´s ge´ome´triques des cellules d’un tissu
en croissance, la forme est ainsi apparue tre`s litte´ralement comme un ≪ diagramme de
forces ≫, telle que la de´crivait Thompson [117]. A la diffe´rence du cas des tissus animaux,
ou` les contraintes re´sultent notamment de la tension des membranes cellulaires et de
leur adhe´sion, les effets e´tudie´s ici e´taient inse´parables de la croissance. En particulier,
l’analogie entre un tissu ve´ge´tal dont les cellules croissent sans se diviser et les mousses
repose sur une unformisation progressive des tensions dans les parois, que les divisions
continuelles contrarient dans un tissus en prolife´ration.
Nous avons en outre sugge´re´ que les contraintes me´caniques pouvaient stabiliser l’iden-
tite´ des tissus. Nous en avons donne´ l’exemple de la structure en couches du me´riste`me,
22. Les fluctuations sont d’ailleurs l’explication que donnait Sachs [97] de la formation des boucles.
23. Dans le xyle`me, du moins, qui est le sie`ge du flux le plus important.
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(a) (b)
Figure 5.21 – (a) Une feuille de noisetier (b) Sur ce de´tail de l’image pre´ce´dente, on
observe que les nervures secondaires sont relie´es entre elles par des nervures tertiaires a`
peu pre`s paralle`les, mais qui pre´sente toutefois un certain nombre de reconnections.
mais cette structure est e´galement transmise aux organes qui s’y forment, comme les
feuilles. Dans ce dernier cas, l’e´tablissement d’une polarite´ dorsoventrale est essentielle a`
la formation d’un limbe aplati, et les mutants qui pre´sentent un de´faut de cette polarite´
de´veloppent des feuilles de formes aberrantes. L’e´tude de leur croissance permettrait sans
doute d’e´clairer un roˆle e´ventuel des contraintes me´caniques dans la de´termination de la
forme des feuilles.
Dans la discussion qui pre´ce`de, le de´veloppement de contraintes me´caniques dans les
tissus e´tait suppose´ tributaire de me´canismes morphoge´ne´tiques exte´rieurs, dont l’ac-
tion e´tait repre´sente´e dans notre description de la re´organisation des re´seaux de nervures
par l’ajout de nouvelles nervures. Il existe toutefois de nombreuses indications qui per-
mettent d’envisager une inte´gration plus comple`te des contraintes aux me´canismes du
de´veloppement, comme leur effet sur l’orientation des microtubules, qui de´termine celles
de fibrilles de cellulose dans les parois et donc les proprie´te´s me´caniques de celles-ci [47],
l’expression de ge`nes spe´cifiques en re´ponse aux contraintes, ou encore les liens entre le
transport de l’auxine et le cytosquelette [25].
Les contraintes me´caniques peuvent e´galement en elles-meˆmes eˆtre le principe de
me´canismes morphoge´ne´tiques comme le sugge`re notre mode`le de la diffe´renciation ou
les mode`les me´caniques de la phyllotaxie, ou` la gene`se de la forme re´sulte d’une instabilite´
me´canique. Dans cette interpe´tation d’e´ve`nements morphoge´ne´tiques comme des instabi-
lite´s me´caniques, se donne a` voir le double roˆle des contraintes comme signal permettant
a` l’organisme de ≪ percevoir ≫ sa forme et des dimensions pour de´cider de l’occurrence de
ces e´ve`nements, et comme principe qui oriente la formation d’une nouvelle structure. On
peut donner la meˆme lecture du me´canisme de canalisation de l’auxine, et l’on pourrait
se demander ce qu’il en est d’autres e´ve`nements du de´veloppement, tels que la division
cellulaire.
Enfin, l’e´tude de la structure cellulaire des tissus ve´ge´taux pourrait se poursuivre
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dans diffe´rentes directions. Elle pourrait d’une part servir d’instrument pour e´tablir une
≪ loi constitutive ≫ indispensable a` une description me´canique du de´veloppement ve´ge´tal
a` l’e´chelle tissulaire. On peut trouver diffe´rents e´le´ments d’une telle de´marche dans la
litte´rature, mais a` notre connaissance, aucune approche syste´matique n’a e´te´ entreprise.
D’autre part, nos re´sultats sugge`rent que la ge´ome´trie des cellules ve´ge´tales, et, plus
encore, son e´volution temporelle, peut donner de pre´cieuses indications sur les me´canismes
de leur croissance et de sa re´gulation. L’e´tude que nous avons entreprise laisse entrevoir
de nombreuses questions, qui ont notamment trait aux me´canismes de la division. Le roˆle
qu’y jouent les microtubules, et leur sensibilite´ aux contraintes me´caniques permettent
d’envisager que celles-ci en soient un facteur. La` ou` certains tissus ve´ge´taux apparaissent
de´sordonne´s, d’autres pre´sentent au contraire une structure tre`s re´gulie`re, et l’on peut se
demander quelles sont les causes de ces diffe´rences et si elle sont contingentes.
Au terme d’un travail ou` la mode´lisation a occupe´ une part importante, il conviendrait
de s’interroger sur le roˆle qu’elle peut jouer dans une e´tude du de´veloppement. Dans
la mesure ou` il est souvent possible de proposer plusieurs me´canismes distincts pour
rendre compte d’un meˆme phe´nome`ne, sans doute est-elle aussi utile lorsqu’elle permet
de sugge´rer des expe´riences nouvelles que lorsqu’elle se fait l’instrument d’une preuve de
principe. Sur cette question que nous laisserons ici en suspens, on pourra me´diter avec
profit la suggestion de Niklas [80] qu’un bon mode`le est un mode`le qui ne marche pas 24.
24. ≪ the only good model is one that fails ≫
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Annexe A
Me´thodes
A.1 Irre´versibilite´
On souhaite de´finir une re`gle exprimant l’irre´versibilite´ de l’e´volution de l’e´tat de
diffe´renciation du tissu vasculaire, que l’on a de´crit par son tenseur de de´formation
naturelle ǫr. On rappelle que ǫr est nul dans le tissu indiffe´rencie´, et que ses valeurs
propres sont ne´gatives dans le tissu vasculaire, ce qui correspond a` une de´formation
de compression. Cette compression est ge´ne´ralement anisotrope, et l’on souhaite que
la compression suivant toute direction soit irre´versible. Une re`gle simple serait que la
compression suivant toute direction e´volue de manie`re monotone, ce qui est le cas si et
seulement si les incre´ments de ǫr sont de´finis ne´gatifs. Cette re`gle est donc satisfaite si
l’on remplace a` chaque pas de temps l’incre´ment de ǫr correspondant a` sa dynamique
d’e´volution re´versible, que l’on note δǫr = diag(λ1, λ2) dans la base qui le diagonalise,
par diag(min{λ1, 0},min{λ2, 0}). Dans ce qui suit, on notera le tenseur ainsi obtenu
min{δǫr, 0}. En pratique, on souhaite que la compression suivant une certaine direction
ne devienne irre´versible que si elle exce`de un certain seuil. On construit alors un tenseur
ǫm qui garde la me´moire des plus grandes compressions dans chaque direction. A chaque
pas de temps, on remet a` jour ǫm en prenant
ǫm = min{ǫm, ǫr}, (A.1)
ou` l’on pose 1
min{a,b} = a+min{b− a, 0}. (A.2)
On de´finit en fonction de ǫm = diag(λ1, λ2) une ≪ de´formation irre´versible ≫
ǫi = diag(f(λ1), f(λ2)), (A.3)
ou` f(x) = +∞ si x ≥ −1/2 et f(x) = 0, 9x si x < −1/2, et l’on contraint l’e´volution de
ǫr en imposant que le tenseur ǫr− ǫi soit de´fini ne´gatif. Au pre´facteur 0,9 pre`s, introduit
car l’e´volution e´tait instable sinon, cette re`gle e´quivaut pour un tissu qui admet des
de´formations uniaxiales a` celle utilise´e dans le mode`le unidimensionnel.
1. On ve´rifie aise´ment que l’ope´rateur ainsi de´fini est syme´trique.
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A.2 Squelettisation
Pour analyser les proprie´te´s ge´ome´triques des re´seaux e´tudie´s, nous avons utilise´ une
me´thode classique de l’analyse d’images, la squelettisation, qui permet de donner de la
forme d’un domaine du plan une repre´sentation synthe´tique sous la forme d’un ensemble
de courbes, le squelette. Parmi plusieurs de´finitions e´quivalentes, le squelette d’un do-
maine D peut eˆtre de´fini comme l’ensemble des points de D tels que la distance entre le
point conside´re´ et la frontie`re de D est atteinte en au moins deux points diffe´rents de la
frontie`re. Une proprie´te´ e´quivalente est que le plus grand cercle centre´ au point conside´re´
et inclus dans D est tangent a` la frontie`re en au moins deux points distincts. L’ensemble
des points exte´rieurs au domaine et ve´rifiant l’une ou l’autre de ces proprie´te´s est appele´
squelette exte´rieur du domaine. Le squelette peut e´galement eˆtre de´fini d’apre`s la trans-
forme´e de distance du domaine, qui a` chaque point associe sa distance a` la fontie`re. Le
squelette est l’ensemble des points ou` la transforme´e de distance n’est pas diffe´rentiable. Si
le domaine conside´re´ admet un axe de syme´trie, celui-ci fait partie du squelette, et dans le
cas d’un domaine quelconque, on peut interpre´ter le squelette comme un ensemble d’axes
de syme´trie ge´ne´ralise´s.
Il existe une grande varie´te´ de me´thodes nume´riques permettant de construire le
squelette d’un domaine. Nous avons choisi d’utiliser une me´thode qui prend pour point
de de´part le diagramme de Vorono¨ı de la frontie`re du domaine [83]. Dans le cas des re´seaux
obtenus dans le mode`le cellulaire pre´sente´ au chapitre 3, cette frontie`re est constitue´e de
l’ensemble des parois communes a` une cellule vasculaire et une cellule indiffe´rencie´e. En
ce qui concerne le mode`le de champ de phase du chapitre 2 et les images nume´riques
de nervures (chapitre 4), on part d’une image matricielle, dont on extrait un contour
par seuillage. Ce contour est de´termine´ avec une pre´cision supe´rieure a` la re´solution de
l’image par interpolation (figure A.1a).
(a) (b)
Figure A.1 – (a) Contour d’un re´seau issu du mode`le de champ de phase du chapitre 2
(de´tail de la figure 2.17d) (b) Un domaine polygonal que nous utiliserons pour illustrer
la proce´dure de squelettisation
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A.2.1 Principe
On de´finit le squelette du domaine conside´re´ a` partir du diagramme de Vorono¨ı (fi-
gure A.2) des sommets de la frontie`re. Le diagramme de Vorono¨ı d’un ensemble de points
ou ge´ne´rateurs est une division de l’espace associant a` chaque ge´ne´rateur un domaine
constitue´ des points dont il est le ge´ne´rateur le plus proche. On de´signera ici par dia-
gramme de Vorono¨ı l’ensemble des frontie`res des domaines, compose´ de portions des
me´diatrices de paires de ge´ne´rateurs de domaines adjacents. Pour la construction de
ces diagrammes, nous avons utilise´ le programme Qhull [4]. Dans le cas d’un syste`me
pe´riodique, on peut reconstituer un squelette pe´riodique a` partir du squelette d’un nombre
fini de pe´riodes.
Figure A.2 – Diagramme de Vorono¨ı d’un ensemble de points pe´riodique
Comme le montre la figure A.3, le diagramme de Vorono¨ı contient de nombreux seg-
ments qui ne sont pas significatifs, notamment des portions des me´diatrices de points
adjacents de la frontie`re, et il convient de l’≪ e´laguer ≫ pour obtenir une repre´sentation
synthe´tique de la forme du domaine. Une premie`re e´tape consiste a` e´liminer les segments
exte´rieurs au domaine (figure A.4).
(a) (b) (c)
Figure A.3 – Diagramme de Vorono¨ı de la frontie`re de diffe´rents domaines
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A.2.2 Elagage
Une me´thode pour de´terminer si un segment est significatif consiste a` comparer la
distance a` vol d’oiseau entre ses ge´ne´rateurs et leur distance le long du contour[83]. On
conside`re que le segment est significatif si leur rapport est supe´rieur a` un certain seuil
(figure A.5). Ceci permet d’e´liminer les segments issus de points adjacents du contour,
ainsi ce ceux qui correspondent a` des petites irre´gularite´s du contour. Un seuil naturel
est π/2, pour lequel une protube´rance semi-circulaire du contour est un cas limite 2.
Une me´thode plus robuste peut eˆtre applique´e a` un re´seau pe´riodique. On conside`re
un segment comme significatif si ses deux ge´ne´rateurs appartiennent a` des composantes
connexes distinctes de la frontie`re du domaine (figure A.6). Toutefois, on perd dans ce cas
les branches qui ont une extre´mite´ libre (figure A.6a). On n’a donc utilise´ cette me´thode
que pour le mode`le de prolife´ration cellulaire, qui ne pre´sente pas de telles branches.
(a) (b) (c)
Figure A.4 – Intersection du diagramme de Vorono¨ı avec le domaine
(a) (b) (c)
Figure A.5 – Le squelette une fois e´lague´
2. Une protube´rance plus saillante apparaˆıt comme une branche du squelette.
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(a) (b)
Figure A.6 – Elagage d’un squelette pe´riodique
A.3 Analyse ge´ome´trique des re´seaux
Le squelette d’un re´seau, dont nous avons de´crit la construction au paragraphe pre´ce´-
dent, permet d’analyser la topologie et la ge´ome´trie du re´seau. La topologie du re´seau
est extraite par une segmentation du squelette en branches. Les noeuds du re´seau corres-
pondent aux points du squelette ou` plus de deux segments se rencontrent, et les branches
relient deux noeuds. On obtient imme´diatement la largeur d’une branche comme la dis-
tance entre les ge´ne´rateurs d’un segment du squelette 3. En chaque jonction, on souhaite
mesurer la largeur et la direction des diffe´rentes branches. Pour cela, on proce`de de la
manie`re suivante. Par construction, chaque intersection de trois branches du squelette est
le centre du cercle circonscrit a` un triangle dont les sommets sont trois ge´ne´rateurs. (fi-
gure A.7a). On associe a` chaque segment du squelette un domaine de´limite´ par deux coˆte´s
des triangles situe´s a` ses extre´mite´s (figure A.7b). On de´finit la longueur de la branche
comme la longueur de la portion du squelette situe´e a` l’inte´rieur de ce domaine, et la
largeur de la branche comme le rapport entre la surface du domaine et la longueur de la
branche. La direction de la branche est estime´e au voisinage de chaque extre´mite´, d’apre`s
une portion dont la longueur est e´gale a` la largeur moyenne (figure A.7a). Lorsque deux
jonctions sont tre`s proches (se´pare´es par une distance infe´rieure a` la largeur de la nervure
qui les relie), elles sont exclues de l’analyse 4.
A.4 Orientation du tissu vasculaire
Ce paragraphe de´crit la construction du tenseur d’orientation utilise´ pour de´finir le
comportement me´canique des cellules vasculaires (voir le paragraphe 3.2.4). Comme on
le note au paragraphe 3.5.4, il serait naturel de supposer que l’e´tablissement d’une orien-
tation des cellules vasculaires de´pend du flux d’auxine qui les parcourt. En s’inspirant de
cette ide´e, on pourrait dans nos simulations baser la construction d’une orientation sur la
3. Bohn et al. [15] construisent le squelette par e´rosion, ce qui ne´cessite une analyse comple´mentaire
pour de´terminer la largeur des branches.
4. En cela, on suit Bohn et al. [15], aux donne´es desquels nous comparons nos re´sultats.
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(a) (b)
Figure A.7 – (a) Les noeuds du re´seau. Les fle`ches correspondent aux forces virtuelles
dont la direction est celle des branches et le module proportionnel a` leur largeur. (b)
Domaine associe´ a` une branche du squelette
re´solution d’une e´quation de diffusion, mais, comme pour l’hypothe`se de la canalisation de
l’auxine, l’application a` un re´seau contenant des boucles serait proble´matique. C’est no-
tamment pour cette raison que l’on choisit de de´crire l’orientation des cellules vasculaires
par un champ tensoriel plutoˆt que vectoriel 5, et faute d’un me´canisme physique ou biolo-
gique qui permettrait de de´finir un tel champ, on adopte une construction ge´ome´trique.
On prend pour point de de´part le squelette du tissu vasculaire (figure A.6a), que l’on note
S. En tout point du squelette, on peut de´finir un tenseur d’orientation locale par t⊗t, ou`
t est un vecteur unitaire tangent au squelette. L’orientation en un point quelconque du
tissu vasculaire est de´finie comme une moyenne ponde´re´e de ces orientations locales. On
s’est tout de meˆme inspire´ ici d’un me´canisme de diffusion, puisque dans cette moyenne,
les diffe´rentes contributions ont une porte´e qui serait celle d’effets diffusifs. On pose en
effet
I(P ) =
∫
S
e
− 2d(P,M)
w(P ) t⊗ tdl, (A.4)
ou` d(P,M) est la distance entre les points P et M et w(P ) la largeur de la branche du
tissu vasculaire a` laquelle appartient P . Le tenseur d’orientation O au point P est obtenu
a` partir de I(P ) par normalisation, en imposant que sa plus grande valeur propre soit
e´gale a` un. Le re´sultat de cette construction est repre´sente´ sur la figure 3.11.
A.5 Proprie´te´s me´caniques des parois cellulaires
Les proprie´te´s me´caniques des parois sont de´termine´es en fonction du tenseur orienta-
tion O de´fini au paragraphe pre´ce´dent. Si ui est un vecteur unitaire coline´aire a` la paroi i,
|Oui| mesure l’alignement entre la paroi et l’orientation du tissu vasculaire 6. Pour de´finir
5. Un tenseur d’ordre deux, que l’on peut interpre´ter comme une de´formation, est aussi une mesure
approprie´e de l’allongement des cellules.
6. Au sein d’une jonction entre nervures, O ≃ 1 et |Oui| est toujours proche de 1, inde´pendamment
de l’orientation de la paroi.
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le comportement des parois, on a d’abord envisage´ la loi
νi
ν0
= 2 + (λ− 2)|Oui|6. (A.5)
La viscosite´ des parois transversales est ainsi double de celle des parois des cellules in-
diffe´rencie´es, tandis que celle des parois longitudinales est multiplie´e par le coefficient λ.
L’exposant e´leve´ (6) est ne´cessaire pour obtenir un comportement bien anisotrope. Le
mode`le de tiges que l’on conside`re n’est en effet pas ide´al a` cet e´gard. Dans certains cas
de´favorables, comme celui qui est repre´sente´ sur la figure A.8, il peut meˆme eˆtre tota-
lement impossible de donner a` une nervure un comportement anisotrope. On n’observe
jamais une telle ge´ome´trie dans les simulations, car les tensions qui se forment dans les
nervures tendent a` aligner les parois avec elles. Il faut toutefois un exposant e´leve´ pour
que la viscosite´ des parois transversales ne soit pas trop importante.
Figure A.8 – Dans un cas comme celui-ci, la nervure pre´sente un comportement
e´quivalent dans les directions transversale et longitudinale, quel que soit la comporte-
ment des parois individuelles.
Lorsqu’on utilise la loi A.5, on constate que les jonctions entre nervures, soumises a`
de fortes tensions, se de´forment. Pour y reme´dier, on donne a` leurs parois une viscosite´
accrue. Une indication de l’appartenance d’une paroi a` une jonction est donne´e par la
mesure de l’isotropie de O de´finie par 7
I =
TrO
|O|
− 1
√
2− 1 . (A.6)
On pose
νi
ν0
= 2 + (λ− 2) (2I + (1− I)|Oui|6) , (A.7)
de sorte que la diffe´rence entre la viscosite´ des parois des jonctions et celle des parois
transversales est double´e. L’exposant e´leve´ (6) assure que cet effet reste confine´ aux
jonctions.
7. Cette mesure vaut 1 pour un tenseur isotrope et 0 pour un tenseur totalement anisotrope (qui a
une valeur propre non nulle et l’autre nulle).
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Annexe B
Flambage d’un film sur un substrat
non-line´aire
Paralle`lement au mode`le de la formation des re´seaux de nervures couplant contraintes
me´caniques et diffe´renciation que nous avons de´veloppe´, Pedro Reis et Benoˆıt Roman
(ESPCI) ont re´alise´ des expe´riences sur des mousses solides, dans lesquelles on observe
des de´formations localise´es lorsqu’elles sont soumises a` des contraintes de compression, et
qui constituent un meilleur candidat que la fracture pour fournir un analogue physique
du me´canisme de diffe´renciation envisage´. Le syste`me qu’ils ont e´tudie´ est constitue´ d’un
film e´lastique applique´ a` la surface d’un bloc de mousse. Quand l’ensemble est comprime´
dans une direction paralle`le a` sa surface, il se de´forme d’abord de fac¸on uniforme, puis le
film forme des plis localise´s 1, dont le nombre augmente progressivement jusqu’a` ce que
leur espacement devienne du meˆme ordre que leur taille. La longueur d’onde des motifs
obtenus, qui est de´termine´e par les proprie´te´s non-line´aires de la mousse, est diffe´rente de
celle observe´e dans le proble`me classique d’un film e´lastique sur un substrat line´aire. Ces
expe´riences et l’analyse que nous en avons propose´e sont rapporte´es dans la re´fe´rence [92].
1. On peut rapprocher ces plis des structures localise´es observe´es dans le mode`le de champ de phase
du chapitre 2.
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Abstract
While the importance of physical mechanisms in animal morphogenesis and developmen-
tal regulation is well established, they have received less attention in the case of plants.
We have investigated the possibility of such mechanisms, focusing in particular on leaf
venation networks, and relying on different models of plant tissue growth. We have thus
considered the hypothesis of a coupling between mechanical stresses and vascular tissue
differentiation, which is suggested by the analogy between their structure and that of
crack patterns. In another line, the results of a cell proliferation model suggest that some
aspects of their geometry result from a reorganization that takes place during growth,
and reflect a force balance. We have also investigated the shape of plant cells, which are
similar to those of bubbles in an liquid foam. Examination of the conditions required for
such a geometry to develop point to a specific mechanism of plant growth regulation. We
also provide a functional analysis of leaf venation networks, suggesting an interpretation
of the presence of loops in these networks, when optimal transport networks typically
exhibit a tree-like structure. We show that in the presence of fluctuations, the structure
of an optimal network contains loops.
Keywords : plants, morphogenesis, growth, mechanics, networks, optimal trans-
port
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Re´sume´
Si l’importance de me´canismes physiques dans la morphogene`se et la re´gulation du
de´veloppement animal est bien e´tablie, ils ont rec¸u moins d’attention dans le cas des
plantes, en de´pit du roˆle que jouent les contraintes me´caniques et le transport de l’eau dans
leur croissance. Nous nous sommes attache´ a` e´tudier la possibilite´ de tels me´canismes, en
nous inte´ressant notamment aux re´seaux de nervures, et en nous appuyant sur diffe´rents
mode`les de la croissance des tissus ve´ge´taux. Nous avons ainsi examine´ l’hypothe`se d’un
couplage entre contraintes me´caniques et diffe´renciation des tissus vasculaires, sugge´re´e
par l’analogie entre leur structure et celle des re´seaux de fractures. Les re´sultats d’un
mode`le de prolife´ration cellulaire sugge`rent par ailleurs que certains aspects de leur
ge´ome´trie re´sultent d’une re´organisation au cours de leur croissance, et refle`tent un
e´quilibre de forces. Nous nous sommes e´galement inte´resse´ a` la forme des cellules dans
les tissus ve´ge´taux, qui s’apparente a` celle des bulles dans les mousses liquides. L’exa-
men des conditions requises pour qu’une telle ge´ome´trie se de´veloppe laisse entrevoir une
forme particulie`re de la re´gulation de la croissance ve´ge´tale. Nous proposons par ailleurs
une analyse fonctionnelle des re´seaux de nervures, en sugge´rant une interpre´tation de la
pre´sence de boucles dans ces re´seaux, la` ou` les re´seaux de transport optimaux ont typi-
quement une structure arborescente. Nous montrons que la structure d’un re´seau optimal
soumis a` des fluctuations contient des boucles.
Mots-cle´s : plantes, morphogene`se, croissance, me´canique, re´seaux, transport
optimal
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